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ABSTRACT

The intersection graph of a finite group G is a graph (V, E) where V is a set of all non-trivial subgroups of G and E
is a set of edges where two distinct subgroups H;, H; are said to be adjacent if and only if H;NH; # {e}. This study
discusses the intersection graph of a dihedral group D,,, specifically the subgraph, degree of vertices, radius,

diameter, girth, and domination number. From this study, we obtained that if n = p? then the intersection graph of

D, is containing complete subgraph K,,., and y (I, ) = p.
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ABSTRAK

Graf irisan dari grup dihedral D,,, adalah graf (V, E)) dengan V adalah himpunan semua subgrup non-trivial dari grup
dihedral D,,, dan E adalah himpunan sisi dengan dua simpul berbeda H;, H; dikatakan bertetangga jika dan hanya jika
H;NH; # {e}. Penelitian ini membahas graf irisan dari grup dihedral meliputi bentuk graf, derajat simpul graf, radius,
diameter, girth, dan bilangan dominasi graf. Beberapa hasil yang diperoleh adalah jika n = p? maka graf irisan grup
D5, mengandung subgraf lengkap K, dan y (I}, ) = p.

Keywords: graf irisan, grup dihedral, subgraf
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1. Pendahuluan

Graf dapat digunakan sebagai representasi dari
suatu grup, ring atau modul. Ada banyak jenis
representasi grup menggunakan graf. Contohnya graf
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koprima yang digunakan untuk merepresentasikan
grup bilangan bulat modulo (Juliana dkk.,2020), grup
dihedral (Syarifudin dkk., 2021), atau grup
generalized quartenion (Nurhabibah dkk., 2021).
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Selain itu terdapat graf non-koprima yang digunakan
untuk merepresentasikan grup bilangan bulat modulo
(Masriani dkk., 2020) atau grup dihedral (Misuki
dkk.,2021). Penelitian ini memberikan representasi
lain dari grup dihedral yang dinamakan graf irisan.
Beberapa sifat graf irisan dari grup dihedral
didapatkan untuk n bilangan prima, n kuadrat
bilangan prima, dan n perkalian dua bilangan prima
berbeda. Berikut beberapa definisi yang diperlukan
dalam penelitian ini.

Definisi 1.1 (Dummit dan Foote, 2004)

Grup G dikatakan grup dihedral dengan order 2n, n >
3 dan n € N, adalah grup yang dibangun oleh dua

elemen a, b € G dengan sifat

G = (a,bla™ = e,b?> = e,bab™! = a™ 1)

Grup dihedral dengan order 2n disimbolkan dengan
Dzn.

Dari definisi 1.1 ini mudah dilihat bahwa |D,,,| = 2n
dan D,, dapat dituliskan sebagai himpunan vyaitu

D,, ={e,a,a? ..,a" %, b,ab,a?b,...,a" 1b}.

Definisi 1.2 (Fraleigh, 2014)

Jika suatu subhimpunan H dari grup G tertutup di
bawah operasi biner yang sama dengan G dan
merupakan grup di bawah operasi yang sama dengan
G, maka H merupakan subgrup dari G. Salah satu jenis
subgrup adalah subgrup non-trivial, subgrup non-
trivial didefinisikan sebagai subgrup yang terdiri dari

selain dirinya sendiri dan identitasnya.

2. Metode
Penelitian ini merupakan penelitian dengan studi

literatur yaitu penelitian yang dilakukan dengan
mempelajari sejumlah referensi yang berhubungan
dengan topik yang diangkat penulis. Proses penelitian
dilakukan dengan membaca, memahami dan
menganalisis tentang grup dihedral D,,,, subgrup non-
trivial grup dihedral, graf irisan, sifat-sifat graf dan

hal-hal lain yang mendukung penelitian ini.
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3. Hasil dan Pembahasan
Graf irisan merupakan salah satu jenis graf aljabar

dengan definisi sebagai berikut.

Definisi 3.1 (Shahsavari, dkk., 2017)

Misalkan G grup hingga, graf irisan dari G dinotasikan
dengan I'; adalah graf tak-berarah dengan simpul
yang terdiri dari semua subgrup non-trivial dari G dan
dua simpul berbeda H dan K bertetangga jika dan
hanya jika H N K # {e}.

Dalam mengkonstruksi graf irisan dari grup
dihedral, diperlukan seluruh subgrup non-trivial dari
grup tersebut. Grup dihedral memiliki minimal dua
dari tiga jenis subgrup, yaitu subgrup rotasi, subgrup
refleksi dan subgrup campuran (Syarifudin &
Wardhana, 2019). Berikut Teorema yang menjelaskan
subgrup tersebut.

Teorema 3.1 (Gazir & Wardhana, 2019)

Misalkan D,,, grup dihedral dan x € D,,, dengan n >
3. Jika R ={e,a,a?ad..,a*'} € D,, maka R
subgrup non-trivial dari D,,,.

Teorema 3.2 (Gazir & Wardhana, 2019)

Misalkan D,,, grup dihedral dan x € D,,, dengan n >
3.Jika S; = {e,a’b} € D,, dimanai =0,1,2,..,n —
1 maka S adalah subgrup non-trivial dari D,,,.
Teorema 3.3 (Gazir & Wardhana, 2019)

Diberikan D,,, grup dihedral dengan n > 3 dan n =
p1p, --Dx dengan p; bilangan prima, maka R; =
{e, aPi,a??i, ..., a™ Pi} adalah subgrup non-trivial dari
Dy

Teorema 3.4 (Gazir & Wardhana, 2019)

Diberikan D,,, grup dihedral dengan n > 3 dan n =
p1P2 - Px dengan p; bilangan prima berbeda. Untuk
i€{1,2,..,k} dan j€{0,1,2,..,p;,—1}, G;=
{e,ali,a??i,..,a" Pi,a/b,a/*Pib,..,a/ " Pib}

subgrup non-trivial dari D,,,.
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Pada penelitian ini, grup dihedral
direpresentasikan dalam graf irisan. Berikut diberikan
graf irisan untuk n = 3, yakni grup dihedral Dg = D, 5

D, 5 = {e,a,a? b,ab,a’b}

Tabel 3.1 Subgrup non-trivial dari D, 5

Selanjutnya diberikan contoh graf irisan dari D,,,
untuk n kuadrat bilangan prima, misal n = 4 sebagai
berikut.

Tabel 3.2 Subgrup non-trivial D, ,

Subgrup rotasi Hy = {e,a,a? a®} H, = {e,a?}

Subgrup rotasi Hy = {e,a,d?}
Subgrup refleksi H, = {e, b}
H; = {e,ab}

H, = {e,a®bh}

Subgrup H; ={e,b},H, = {e,ab},
refleksi Hg = {e,a®b}, H, = {e,a’b}
Subgrup H, = {e,a? b,a’b}

campuran Hg = {e,a? ab,a’b}

@ @)
@ @

Gambar 3.1 Graf irisan dari D, 5

Dengan langkah yang sama seperti contoh di atas,
dapat diperoleh graf irisan dari grup dihedral D,,
dengan n bilangan prima merupakan graf kosong
dengan n + 1 simpul, dan dinotasikan dengan N, .
Hasil ini dijelaskan dalam Teorema berikut.
Teorema 3.5
Jika D,,, grup dihedral dengan n = p, maka graf irisan
D,,, merupakan graf kosong N, ;.
Bukti.
Misalkan D,, grup dihedral. Ambil n = p bilangan
prima sebarang. Subgrup non-trivial dari D,,, adalah
subgrup rotasi yaitu {e,a,a? a3, ..,a™ '} dan
subgrup refleksi dengan bentuk S; = {e,a‘b} untuk
setiap i=0,1,2,..,n—1. Dengan demikian,
diperoleh bahwa D,,, memiliki n 4+ 1 buah subgrup

non-trivial, artinya I}, memiliki n + 1 buah simpul.
Ambil H,K subgrup non-trivial sebarang dari D,,
dengan H # K maka diperoleh H N K = {e}. Jadi,

I, merupakan graf kosong dengan n + 1 simpul,

2n

atau ditulis N,,;,. m

DD

Gambar 3.2 Graf irisan D, 4

Graf pada Gambar 3.2 memiliki subgraf lengkap K,
dan 2 buah subgraf bintang K; ,. Dengan langkah yang
sama seperti contoh diatas, dapat diperoleh graf irisan
dari grup dihedral D,,, ketikan = p? memiliki subgraf
lengkap dan subgraf bintang. Berikut teorema yang
menjelaskannya.

Teorema 3.6

Jika Dy, grup dihedral dengan n = p?, maka Ip,
memiliki subgraf lengkap K, ,,

Bukti.

Misalkan D,,, grup dihedral. Ambil n = p? dengan p
bilangan prima sebarang. D,,2 memiliki dua buah
subgrup rotasi, yaitu R, = {e, a,a?, a3, ...,a™ 1} dan
R, = {e,a?,a??,...,a™ P}, p? buah subgrup refleksi
yaitu S; = {e,a’b} untuk i = 0,1,2, ...,p> — 1 dan p
buah subgrup campuran, yaitu G =
{e,a?,a®?,...,a™P,a’bh,a’*?h,..,a’*™Ph} untuk
j=0,1,2,..,p — 1. Setiap H, K subgrup rotasi atau
campuran yang berbeda, berlaku H N K # {e}, artinya
H dan K selalu bertetangga. Dengan demikian subgrup

rotasi dan campuran membentuk subgraf lengkap dari

Ip, , yaitu subgraf K, ., .m
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Selain subgraf lengkap, I, dengann = p? juga
memiliki subgraf bintang. Berikut teorema yang
menjelaskannya.

Teorema 3.7

Jika D,, grup dihedral dengan n = p?, maka I“DZn
memiliki p buah subgraf bintang K ,,.

Bukti.

Misalkan D,,, grup dihedral. Ambil n = p? untuk
suatu p bilangan prima sebarang. Dalam pembuktian
Teorema 3.6, diperoleh subgrup-subgrup non-trivial
dari D,,. MisalkanP; = {C;}untuk suatu j=
0,1,2,..,p — 1sebagai partisi pertama dan P, =
{Sj,Sp+j»Sap+jr-»Sp-1)p+j} UMUK suatu  j =
0,1,2,..,p —1 sebagai partisi kedua. Selanjutnya,
untuk setiap H,, H, € P, berlaku H, N H, = {e} dan
untuk setiap K € P,, H € P; berlaku H N K # {e}.
Dengan demikian, I},, memliki subgraf bintang K ,,.

Selanjutnya karena j = 0,1, 2, ...,p — 1 maka banyak
subgraf bintang dengan bentuk seperti ini adalah p
buah. m

Pembahasan  selanjutnya adalah  bilangan
dominasi graf. Bilangan dominasi graf didefinisikan
sebagai berikut.

Definisi 3.2 (Murugesan dan Nair, 2011)

Misalkan H = (V,E), D €V disebut himpunan
dominasi jika untuk setiap simpul di V\D bertetangga
dengan minimal sebuah simpul di D. Bilangan
dominasi adalah kardinalitas minimal dari himpunan
dominasi dan dinotasikan dengan y (H).

Berdasarkan Gambar 3.2, diperoleh bahwa D =
{H;, Hg} merupakan himpunan dominasi graf.
Himpunan D merupakan himpunan dominasi dengan
kardinalitas minimal karena graf tersebut tidak
memiliki himpunan dominasi dengan kardinalitas 1.
Jadi bilangan dominasi graf pada Gambar 3.2 adalah

2. Berikut ini diberikan Teorema yang menjelaskan
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bilangan dominasi graf irisan dari grup dihedral untuk
n merupakan kuadrat bilangan prima.

Teorema 3.8

Jika n=p? p bilangan prima, serta D,, grup
dihedral, maka y(I“DZn) =p.

Bukti.

Misalkan D,,, grup dihedral. Ambil n = p? untuk
suatu p bilangan prima sebarang. Dalam pembuktian
Teorema 3.6, diperoleh subgrup-subgrup non-trivial
dari D,,. Misalkan pula D = {Cy,C;, .., Cp_}, akan
dibuktikan bahwa V(Ip, )\D didominasi oleh D.
Berdasarkan bukti pada Teorema 3.7, diperoleh bahwa
setiap subgrup C; bertetangga dengan p buah subgrup
refleksi, artinya setiap subgrup refleksi didominasi
oleh D. Selanjutnya, subgrup R; dan R, bertetangga
dengan subgrup C; untuk setiap j = 0,1,..,p — 1. Jadi
terbukti bahwa D merupakan himpunan dominasi /5,

dengan kardinalitas p. Perhatikan bahwa untuk setiap
H,, H, subgrup campuran dari D,,, berlaku H; N H, =
R,, Ambil H = S; untuk suatu i = 0,1,..,n—1, HN
K = §; # {e} hanya dipenuhi oleh tepat satu buah
subgrup campuran K. Dengan kata lain, S; memiliki
derajat 1 untuk setiap i =0, 1,...,n — 1. Akibatnya,
himpunan dominasi dari graf [, minimal harus

mengandung semua subgrup campuran dari D,,,. Jadi

terbukti bahwa D merupakan himpunan dominasi

dengan kardinalitas minimal yaitu p atau y(I}, ) =

p.

Selanjutnya jika memilih grup dihedral D,,
dengan n bilangan komposit yang merupakan
perkalian dua buah bilangan prima berbeda, maka
diperoleh beberapa teorema sifat graf irisan dari
D,,.Teorema 3.9 berikut menjelaskan tentang

bilangan dominasi graf tersebut.
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Teorema 3.9

Jika D,,, grup dihedral dengan n = p,p, dengan p; #
P2, P1 < pp untuk suatu bilangan prima, maka y(
Ip,)=p1+1

Bukti

Misalkan D,,, grup dihedral. Ambil n = p,p, dengan
p1 # p, untuk suatu p,, p, bilangan prima dan p; <
p-. Subgrup non-trivial dari D,,, adalah subgrup rotasi
yaitu R, ={e,a,a? ..,a" " },R, =
{e,aP1,a?P1,,., q" P1}, dan R; =
{e,aPz,a?Pz,. ., a™ Pz}, subgrup refleksi yaitu S; =
{e,a'h} untuk i=0,1,2,...,n—1 dan subgrup
campuran, yaitu G =
{e,aPt,a?,..,a" P1,a/b,a’*P1b,..,a/ TV P1p}
untuk j=012..,p, -1 dan D, =
{e,aP?,a?z,..,a" ?2,akb,a**P2p,.., ak* " P2p}
untuk k=012,..,p,— 1 Pilih D =
{Co,C1,..,Cp,—1, Ry}, pertama akan ditunjukkan
bahwa D merupakan himpunan dominasi. Perhatikan
bahwa salah satu kondisi yang menyebabkan S; N
C; # {e} adalah i = j, artinya setiap subgrup refleksi
S; dipastikan bertetangga dengan minimal sebuah
simpul pada D. Selanjutnya, R, N R, # {e}, R; N
R, # {e}, dan D, N R; = R; # {e}. Dengan kata lain,
R, bertetangga dengan R,, R; dan D,. Jadi terbukti
bahwa D merupakan himpunan dominasi. Selanjutnya,
akan dibuktikan bahwa D merupakan himpunan
dominasi dengan kardinalitas minimal. Karena S; N
H # {e} dengan S; # H hanya mungkin dipenuhi oleh
H yang merupakan subgrup C; atau D, maka pada
himpunan dominasi haruslah mengandung subgrup
campuran. Subgrup campuran yang terdapat pada D
merupakan subgrup campuran minimal sehingga
himpunan subgrup tersebut mendominasi seluruh
subgrup refleksi, hal ini karena diketahui p; < p,.

Selanjutnya, karena dengan memilih satu subgrup saja

yaitu R, setiap subgrup campuran dan subgrup rotasi
yang tidak terdapat dalam D bertetangga dengan R;,
maka dapat disimpulkan bahwa D merupakan
himpunan dominasi dengan kardinalitas minimal.
Dengan kata lain, bilangan dominasi graf adalah p; +
tatauy(l,, ) =p, +1. =

Sifat terakhir yang diperoleh adalah tentang
bilangan kebebasan graf. Bilangan kebebasan graf
didefinisikan sebagai berikut.
Definisi 3.3 (Murugesan dan Nair, 2011)
Misalkan H = (V,E),I €V disebut himpunan
kebebasan graf G jika tidak terdapat simpul-simpul di
I yang bertetangga. Kardinalitas maksimal dari
himpunan kebebasan disebut bilangan kebebasan dari
graf H dan dinotasikan dengan S (H).

Bilangan kebebasan graf irisan dari D,,
dijelaskan dalam teorema berikut.
Teorema 3.10
Jika D,,, grup dihedral dengan n = p,p, dengan p; #
p, suatu bilangan prima, maka S( I, )=pip; + 2
Bukti.
Misalkan D,,, grup dihedral. Ambil n = p,p, dengan
p1 # p, untuk suatu p,;,p, bilangan prima. Dalam
pembuktian Teorema 3.9 diperoleh subgrup non-
trivial dari D,,. Apabila diperhatikan, untuk S,,S,,
dengan x # y berlaku S, N S,, = {e}, dengan kata lain
B ={5,,5:,..,S,} merupakan himpunan kebebasan
bagi I}, . Selanjutnya, perhatikan bahwa R, N R; =
{e}, artinya R = {R,, R;} juga merupakan himpunan
kebebasan bagi I, . Dapat dilihat bahwa K; N K, =

{e} untuk setiap K; € B dan K, € R, dengan demikian
B U R merupakan himpunan kebebasan bagi I,
dengan |B UR| = p;p, + 2. Apabila suatu simpul
ditambahkan dalam B U R, dapat dipastikan minimal
terdapat dua buah simpul yang bertetangga. Dengan

demikian B U R merupakan himpunan kebebasan
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dengan kardinalitas maksimal atau bilangan
kebebasan graf adalah p,p, + 2 atau (Ip, )=p.p, +
2. m

4. Kesimpulan
Beberapa kesimpulan yang diperoleh dari
penelitian ini adalah sebagai berikut.

1. Jika D,, grup dihedral dengan n = p?%, maka
I, memiliki subgraf lengkap K.,

2. lJikan = p?, p bilangan prima, serta D,,, grup
dihedral, maka y([bZn) =p.

3. lJika D,, grup dihedral dengan n = p;p,
dengan p; #p,, p; <p, untuk suatu
bilangan prima, maka y( Ip, )=p; + 1

4. lJika D,, grup dihedral dengan n = p;p,

dengan p; # p, suatu bilangan prima, maka

B( 1—2)2”): pip; + 2
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