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ABSTRACT

One of the sciences used in digital security systems is cryptography. Cryptography is closely related to the integer
system, especially prime numbers. Prime numbers themselves have been abstracted a lot. One form of abstraction
of prime numbers is the prime ideal. Previous studies have proven that an Ideal I is said to be a prime ideal on Z if
and only if | is constructed by a prime element. Other studies have also shown how the prime ideal develops. One
of them is the research result of Dauns, where the prime ideal form is developed in the form of a prime submodule.
A prime submodule is one of the objects in the module, which is an abstraction of prime numbers. Based on these
things, it is exciting if the properties of the prime submodule are applied to other module forms, one of which is the
integer module.
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1. Pendahuluan

Kriptografi adalah salah satu cabang ilmu
matematika yang digunakan pada sistem keamanan
digital. Kriptografi berkaitan dengan bilangan bulat
dan sifat-sifatnya, khususnya bilangan prima.
Beberapa algoritma penting seperti RSA (Rivest-
Shamir-Adleman), sangat erat kaitannya dengan
faktorisasi prima. Bilangan prima pertama Kali
diabstraksikan oleh Dedekind, menjadi ideal prima.
Ideal I merupakan ideal prima dari Z jika dan hanya
jika I dibangun oleh suatu unsur prima (Maulana dkk,
2019).

Teori modul adalah salah satu topik dalam aljabar
yang membahas perumumam dari ruang vektor
dimana skalar dari ruang vektor diperlemah dari suatu
lapangan menjadi suatu gelanggang (Wardhana &
Maulana, 2021). Salah satu objek dalam modul yang
sangat menarik untuk ditelaah adalah submodul prima,
yang merupakan bentuk abstrak dari bilangan prima.
Bilangan prima merupakan dasar yang sangat penting
pada ilmu kriptografi maupun teori koding (Maulana
dkk., 2018).

Submodul prima diperkenalkan oleh Dauns yang
merupakan perumuman dari ideal prima. Beberapa
penelitian terkait submodul prima yang telah
dikerjakan, antara lain pada modul bilangan bulat
modulo (Wardhana & Astuti, 2014), modul siklik
(Juliana dkk., 2020), modul CSM (Wardhana dkk.,
2021) dan modul bebas (Wardhana dkk., 2016).

Pada artikel ini akan membahas sifat-sifat submodul
prima pada modul bilangan bulat yang mana
pembahasan sebelumnya berkisar pada karakteristik
submodul hamper prima pada modul bilangan bulat
modulo (Wardhana & Astuti, 2014). Pada artikel ini,
gelanggang R senantiasa suatu gelanggang komutatif
dengan unsur kesatuan.
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2. Hasil dan Pembahasan

Dalam matematika, modul adalah perumuman dari
ruang vektor dengan definisi

Seperti halnya ruang vektor, modul juga memiliki sub-
struktur  yang dinamakan  submodul, yakni
subhimpunan tak hampa dari suatau modul yang
membentuk modul dengan skalar dan operasi yang
sama dengan modulnya. Layaknya ruang vektor,
submodul ini memiliki ekivalensi definisi sebagai
berikut

Definisi 1 Misalkan M suatu modul atas gelanggang
R. Subhimpunan tak hampa S < M dikatakan
submodul M apabila memenuhi

1. Untuk setiap x,y € S, berlakux +y € S

2. Untuk setiapx € S, @ € R, berlaku ax € S

Terdapat beberapa jenis submodul, diantaranya adalah
submodul minimal, submodul siklik, submodul prima,
dan submodul hampir prima (Juliana dkk., 2021).
Dalam artikel ini pembahasan akan difokuskan pada
submodul hampir prima yang didefinisikan

Definisi 2 (Wardhana dkk., 2016) Misalkan M suatu
modul atas gelanggang R. Submodul N dari M
dikatakan submodul prima apabila untuk setiap x € M
dan untuk setiap @ € R dengan ax € P berakibat @ €
{r eR|rM € N} ataux € N.

Himpunan {r € R[rM < N} merupakan ideal dari R
dan dinotasikan dengan (N: M) = {r € R|rM < N}.
Sebagai contoh untuk Z —modul Z, submodul N =
(2) = {2r|r € Z} adalah submodul prima dengan
(N: M) = (2).

Apabila R adalah suatu gelanggang, maka R juga
merupakan suatu modul atas dirinya sendiri, atau R
suatu R —modul.
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Teorema 1 (Facchini, 1998) Misalkan R suatu
gelanggang, maka didapatkan R suatu R —modul.

Bukti: Karena R suatu gelanggang, maka (R, +) suatu
grup komutatif. Sifat-sifat pada Definisi 1 otomatis
terpenuhi karena skalar adalah gelanggang R itu
sendiri m.

Pada artikel ini, untuk selanjutnya pembahasan akan
dibatasi pada modul Z atas dirinya sendiri. Pertama-
tama akan ditunjukkan bahwa setiap submodul dari Z
dibangun oleh satu unsur.

Teorema 2 (Facchini, 1998) Misalkan Z suatu
Z —modul. Jika N suatu submodul dari Z maka N =
(a), untuk suatu a € Z.

Bukti: Misalkan diberikan N submodul dari Z, Jika
N = {0} maka pilih a =0. Asumsikan N bukan
submodul nol, bentuk X subhimpunan dari N, dengan
X ={r € Njr > 0}. Himpunan X tak hampa karena
N adalah submodul tak nol, yang mana punya unsur
tak nol x € N. Jikax > 0 makax € X dan jikax < 0
maka (—1)x = —x € X.

Jelas X adalah subhimpunan dari bilangan asli,
akibatnya X punya unsur terkecil, namakan a, akan
ditunjukkan setiap unsur di N merupakan kelipatan
dari a. Apabilar € N sebarang, maka didapatkan r =
pa+q untuk suatu p,q €N dengan 0 <qg<a.
Andaikan g = 0 maka didapatkan ¢ = r —pa € X,
hal ini kontradiksi dengan a adalah unsur terkecil dari
X. Jadi haruslah g =0, sehingga r = pa € {(a).
Karena r diambil sebarang, maka N = (a)m.

Untuk memahami suatu submodul prima N, terlebih
dahulu akan dicari karakteristik dari himpunan
(N:M). Sifat berikut menyatakan struktur dari
(N:M).

Teorema 3 (Facchini, 1998) Misalkan N suatu
submodul dari modul M atas gelanggang R.
Himpunan (N: M) adalah ideal dari R.

Bukti: Jelas 0 € R, akibatnya diperoleh (N: M) # Q.
Misalkan x € (N: M) dan r € R sebarang, sehingga
xM c N. Akibatnya xrM =rxM c rN c N.
Diperoleh xr € (N: M) danrx € (N: M). Jadi (N: M)
adalah suatu ideal m.

Catat bahwa sifat pada Teorema 3 di atas berlaku
secara umum untuk M suatu modul atas gelanggang
komutatif R.

Untuk lebih jelasnya, berikut diberikan contoh.
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Contoh 1 Himpunan (2) merupakan submodul dari
modul Z, atas Z. Diperoleh ((2):Z¢) ={r € Z:
rZ¢ < (2)} = (2), dan (2) merupakan ideal dari Z.

Berikutnya akan ditunjukkan bahwa apabila M suatu
gelanggang, yang mana M suatu modul atas dirinya
sendiri, maka (N: M) = N.

Teorema 4 Misalkan M suatu gelanggang dengan M
dipandang sebagai modul atas dirinya. Jika N suatu
submodul dari M, maka (N: M) = N untuk setiap N
submodul dari M.

Bukti: Misalkan r € N, karena N suatu submodul dari
M, maka N juga merupakan suatu ideal dari M.
Akibatnya didapatkan M < N, sehingga diperoleh
r € (N:M). Sebaliknya apabila r € (N: M) maka
rM c N, akibatnya r1=re€N. Jadi telah
ditunjukkan bahwa (N: M) = Nm.

Contoh 2 Himpunan (5) merupakan submodul dari
modul Z atas Z. Diperoleh ((5):Z) ={r € Z:rZ C

(5)} = (5).

Seperti halnya Teorema 3, Teorema 4 di atas juga
berlaku secara umum. Kemudian berdasarkan
Teorema 2, Teorema 3 dan Teorema 4 diperoleh sifat
berikut.

Akibat 5 Misalkan N submodul dari Z modul atas Z.
Jika N = (a) suatu submodul dari Z maka (N:Z) =
{a).

Berdasarkan hasil-hasil yang diperoleh di atas, maka
didapatkan suatu karakterisasi submodul prima.

Teorema 6 Misalkan N submodul dari modul Z atas
gelanggang Z. Submodul N adalah submodul prima
jika dan hanya jika N = (p) untuk suatu p bilangan
prima.

Bukti: Misalkan N = (p) untuk suatu p bilangan
prima, menurut Akibat 5 diperoleh (N:Z) = (p).
Misalkan rm € N = (p), ini berakibat p|rm. Karena
p bilangan prima, maka diperoleh p|r atau p|m.
Dengan kata lain r € (N:Z) atau m € N, sehingga N
suatu submodul prima.

Sebagai contoh, N = (2) adalah submodul prima dari
modul Z. Berdasarkan Akibat 5 diperoleh (N: M) =
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(2), dan untuk rm € N diperoleh 2|rn. Ini berakibat
2|r atau 2|m, dengan perkataan lainr € (2) = (N: M)
atau m € (2), sehingga N adalah submodul prima.

Sebaliknya, misalkan N suatu submodul prima,
menurut Teorema 2 didapatkan N = (g) untuk suatu
q € Z. Akan ditunjukkan g suatu bilangan prima.
Misalkan gq|ab, akibatnya ab € N, karena N
submodul prima maka a € (N:M) atau b € N.
Akibatnya a € (q) atau b € {(gq), dengan kata lain q|a
atau q|b, sehingga q adalah suatu bilangan prima m.

3. Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan pada bagian
sebelumnya, diperoleh sifat bahwa sebarang submodul
N dari modul Z atas Z merupakan submodul prima
jika dan hanya N dibangun oleh suatu bilangan prima.
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