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ABSTRACT

A function f is called as a fuzzy prime ideal if every fuzzy ideal g and h satisfied go h € f caused g € f or h © f and a
function f is called as a fuzzy semiprime ideal if every fuzzy ideal g which required go g < f caused g < f. The
previous research has been studied the ideal characteristics of fuzzy prime. Since not all semiprime fuzzy ideal are prime
fuzzy ideal, resulted in some characteristic of fuzzy semiprime ideal do not exist in characteristics of the fuzzy prime ideal.

This study examines the characteristics of the fuzzy semiprime ideal along with some examples of those characteristics.

Keywords : Fuzzy Prime Ideal, Fuzzy Semiprime Ideal, Fuzzy Semiprime Ideal Characteristics.

1. Pendahuluan

Pertama kali himpunan fuzzy diperkenalkan pada tahun
1965 oleh seorang guru besar di University of California,
Barkeley Amerika Serikat, Lotfi A. Zadeh. Himpunan
fuzzy ini dikenalkan melalui tulisannya yang berjudul
Fuzzy Sets. Dalam tulisannya, Zadeh memperluas konsep
himpunan klasik. Himpunan didefinisikan sebagai suatu
koleksi obyek yang terdefinisi dengan tegas, dalam arti
bahwa dapat ditentukan secara tegas apakah suatu objek
merupakan anggota himpunan atau bukan. Jadi, suatu
himpunan A dalam semesta X dapat didefinisikan dengan
menggunakan suatu fungsi yaitu C,: X — {0,1} yang
disebut fungsi karakteristik dari himpunan A. Dengan
memperumum konsep fungsi karakteristik, himpunan fuzzy
didefinisikan menggunakan fungsi keanggotaan yang
nilainya berada dalam selang tertutup [0,1] (Zadeh, 1965).
Jadi, keanggotaan dalam himpunan fuzzy tidak lagi seperti
pada himpunan Klasik yaitu apakah merupakan anggota
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atau bukan, melainkan suatu yang memiliki derajat dalam
interval tertutup [0,1] (Setiadji, 2009).

Setelah Zadeh memperkenalkan teori himpunan fuzzy,
banyak peneliti mengaplikasikan konsep fuzzy ini untuk
mengembangkan beberapa dugaan/ide dasar pada aljabar.
Salah satunya Rosenfeld mengaplikasikan himpunan fuzzy
ke dalam teori struktur aljabar fuzzy yang merupakan
pengembangan dari teori struktur aljabar dengan teori
himpunan fuzzy. Rosenfeld mengaplikasikan konsep teori
himpunan fuzzy ke dalam teori semigrup dan grup
(Rosenfeld, 1971).

Kajian yang banyak diteliti adalah terkait ideal fuzzy
melalui tulisannya mengkaji tentang sifat-sifat ideal (bi-
ideal) Kiri fuzzy, ideal (bi-ideal) kanan fuzzy dan ideal (bi-
ideal) fuzzy. Lebih jauh, Kuroki dalam tulisannya
menunjukkan bahwa semigrup S semisimpel jika dan
hanya jika setiap ideal fuzzy S idempoten (Kuroki, 1991),.
Selanjutnya, dikenalkan ide dari ideal prima dalam
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semigrup S dan menunjukkan bahwa S semigrup
semisimpel jika dan hanya jika setiap ideal fuzzynya
merupakan irisan dari ideal-ideal fuzzy prima (Ahsan,
1995). Dan pada artikel lainnya dikaji karakteristik ideal
prima fuzzy di semigrup S (Abdurahim, 2017).

Ideal fuzzy f pada semigrup S disebut ideal prima fuzzy
pada S jika untuk setiap ideal fuzzy g,h pada S yang
memenuhi goh S f berakibat g< f atau hC f.
Sedangkan ideal fuzzy f pada semigrup S disebut ideal
semiprima fuzzy pada S jika untuk setiap ideal fuzzy g
pada S yang memenuhi g o g C f berakibat g < f. Dari
definisi ideal prima fuzzy dan ideal semiprima fuzzy
tersebut, dapat disimpulkan bahwa ideal semiprima fuzzy
bersifat lebih umum daripada ideal prima fuzzy. Oleh
karena itu, dalam tulisan ini akan dikaji karakteristik ideal
semiprima fuzzy pada S.

2. Dasar Teori
2.1. Himpunan Fuzzy

Fungsi karakteristik dari himpunan A dapat diperluas
menjadi fungsi keanggotaan fuzzy yang memetakan
himpunan tak kosong X ke interval tertutup [0,1].
Selanjutnya, dengan mengganti domain fungsinya yaitu
himpunan X dengan semigrup S, didefinisikan suatu fungsi
yang disebut subhimpunan fuzzy, yaitu f : S - [0,1].

Diberikan himpunan S # @. Misalkan f dan g merupakan
subhimpunan fuzzy dari S. Didefinisikan subhimpunan-
subhimpunan fuzzy dari S vyaitu f n g, dan fUg
sebagai :

(f n g)(x) = min{f (x), g(x)}

(f U 9)(x) = maks{f (x), g(x)}

Selanjutnya, pada tulisan ini irisan dan gabungan
subhimpunan fuzzy akan dinotasikan berturut-turut dengan
Fngd)=fx)Aglx) dan (fug)x)=fx)Vv
g(x), untuk setiap x € S. Kemudian untuk produk
(komposisi) dari dua subhimpunan fuzzy f dan g,
dinotasikan dengan f o g, didefinisikan sebagai :

f») A g(2),jika(Iy,z € S)(x = yz)
(fog)x) = x=yz

0,lainnya.

Contoh 2.1 Diberikan semigrup S = {a, b, c,d, e} dengan
operasi biner # yang didefinisikan sebagai berikut.

* a b c d e
a a d a d d
b a b a d d
c a d c d e
d a d a d d
e a d c d e

Diberikan subhimpunan fuzzy f dan g yang didefiniskan
berturut-turut sebagai berikut.
f = {(al0.3), (b|1),(c|0.5),(d|0.8), (e|1)} dan
g = {(a]0.1),(b]0.5),(c|0.5),(d]0.2), (e|0.3)}.
Diperhatikan bahwa
Fo0@ = \/ (@ nrg@),(f@ 1 g©). (F®)
A g(@), (f(b) Ag(e), (f(c)
A g(@), (f(d) A g(@), (f(d)
A g(©)), (f(e) A g(a)))

= \/(©3nr01,03008), (110,01

A0.5),(0.5A0.1),(0.8A0.1),(0.8

A0.5),(1A0.1))
=V(0.1,0.3,0.1,0.5,0.1,0.1,0.5,0.1) = 0.5
Dengan cara yang sama, diperoleh (f o g)(b) = 0.5,

(feg)(c) =05, (feg)(d) =05 dan (feg)le)=03.

Jadi, f o g = {(a]0.5), (b]0.5), (c|0.5), (d|0.5), (e]0.3)}.

Jika diberikan sebarang subhimpunan fuzzy f dan g, maka
f <€ g jika dan hanya jika f(x) < g(x) untuk setiap
x E€S.
Diberikan semigrup S dan subhimpunan fuzzy f,g dan h
pada S. Jika f € gmaka f o h €S go hdanh o f C
h o g.

Diberikan semigrup S. Subhimpunan fuzzy f pada semigrup
S merupakan subsemigrup fuzzy jika dan hanya jika

f(xy) = f(x) A f(y) untuk setiap x,y € S.

2.2. ldeal Fuzzy

Diberikan semigrup S. Subhimpunan fuzzy tak kosong f
disebut ideal kiri (kanan) fuzzy pada S jika Cso f € f(f o
Cs € f). Selanjutnya f disebut ideal fuzzy jika f ideal Kiri
dan kanan fuzzy. Selanjutnya diberikan karakteristik suatu
ideal fuzzy pada semigrup S. Diberikan semigrup S.
Subhimpunan fuzzy tak kosong f pada S merupakan ideal
kiri (kanan) fuzzy jika dan hanya jika f(xy) =
fO) (f(xy) = f(x)) untuk setiap x,y € S. Semigrup S
dapat dipandang sebagai subhimpunan fuzzy atas dirinya
sendiri dan ditulis S = Cs yaitu S(x) =1 untuk setiap
x € S.
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Diberikan semigrup S. Jika f subhimpunan fuzzy tak
kosong pada S, maka Cg o f(f o Cs) merupakan ideal Kiri
(kanan) fuzzy pada S. Dan jika f ideal kanan (kiri) fuzzy
pada S, maka f U (Cso f) (f U (f o C5)) merupakan ideal
pada S.

Lemma 2.2. Diberikan semigrup S dan subhimpunan fuzzy
f,g dan h pada S. Maka pernyataan berikut benar.

1 fu@nh)y = (fugnfuh

2. fn(@uh)= (fng)u(fnh).

Lemma 2.3. Diberikan semigrup S dan subhimpunan
fuzzy f,g dan h pada S. Maka pernyataan berikut benar.
1. fe(guh)= (fog)u(foh),

(GUR)of = (gef)U(hef)
2. fe(gnh)c (feg)n(feh),

@nh)yeof < (gef)n(hef).

Lemma 2.4. Diberikan semigrup S dan subhimpunan fuzzy
f,g dan h pada S. Jika f € g maka f c h S g o h
danh o f € h o g.

Definisi 2.5. Diberikan semigrup S. Subhimpunan fuzzy f
disebut subsemigrup fuzzy jika f o f < f.

Berikut diberikan karakteristik dari subsemigrup fuzzy
pada sebarang semigrup.

Lemma 2.6. Diberikan semigrup S. Subhimpunan fuzzy f
pada semigrup S merupakan subsemigrup fuzzy jika dan
hanya jika f(xy) = f(x) A f(y) untuk setiap x,y € S.

Diberikan definisi mengenai ideal fuzzy pada semigrup S,
sebagai berikut.

Definisi 2.7. Diberikan semigrup S. Subhimpunan fuzzy tak
kosong f disebut ideal kiri (kanan) fuzzy pada S jika
Csof € f(f oCs S f). Selanjutnya f disebut ideal fuzzy
jika f ideal kiri dan kanan fuzzy.

Selanjutnya diberikan karakteristik suatu ideal fuzzy pada
semigrup S.

Lemma 2.8. Diberikan semigrup S. Subhimpunan fuzzy tak
kosong f pada S merupakan ideal kiri (kanan) fuzzy jika

dan hanya jika f(xy) = f(y) (f(xy) = f(x)) untuk
setiap x,y € S.

Semigrup S dapat dipandang sebagai subhimpunan fuzzy
atas dirinya sendiri dan ditulis S = Cs yaitu S(x) =1

untuk setiap x € S.

Lemma 2.9. Diberikan semigrup S dan A himpunan tak

kosong dengan A < S. Maka pernyataan berikut benar :

1. A subsemigrup S jika dan hanya jika C, subsemigrup
fuzzy S.

2. A ideal kiri (ideal kanan, ideal) S jika dan hanya jika
C, ideal kiri (ideal kanan, ideal) fuzzy S.

Lemma 2.10. Diberikan semigrup S. Jika f subhimpunan
fuzzy tak kosong pada S, maka Cs o f(f o Cs) merupakan
ideal kiri (kanan) fuzzy pada S.

Lemma 2.11. Diberikan semigrup S. Jika f ideal kanan
(atau kiri) fuzzy pada S, maka f U (Cs o f) (atau f U (f
Cs)) merupakan ideal pada S.

Lemma 2.12. Diberikan semigrup S. Jika u dan A ideal
fuzzy pada S, maka pnA dan pU A merupakan ideal
fuzzy pada S.

Bukti. Diketahui p,A ideal fuzzy, akan ditunjukkan
Cso(unA)cunid dan (uNnA)oCs S unAi Dari
Lemma 2.2 dan karena p,A ideal kiri fuzzy, diperoleh
Cso(uNA) S (Csop)N(CsoA) € un A Dengan kata
lain u N A ideal Kiri fuzzy. Selanjutnya, karena u N A ideal
kanan fuzzy, maka diperoleh dan (unNA)oCs S (uo
Cs) N (Ao Cs) € un Adengan kata lain u N A ideal kanan
fuzzy. Jadi pn A ideal fuzzy. Dengan cara yang sama,
diperoleh N A ideal fuzzy. m

Lemma 2.13. Diberikan semigrup S. Jika u dan A ideal
fuzzy pada S, maka pod merupakan ideal fuzzy pada S
dan pod € un A.

Bukti. Diketahui u, A ideal fuzzy pada S. Pertama akan
dibuktikan uo A ideal fuzzy yaitu ekuivalen dengan
menunjukkan Cgo (uod) S pueoA dan (uod)oCs S o
A. Karena operasi o bersifat asosiatif dan u ideal kiri fuzzy
serta A ideal kanan fuzzy, maka Cso (o) = (Cso ) ©
ACpuod dan (uoA)oCs= puo(AoCs) S uoA Jadi
u o A merupakan ideal fuzzy.

Selanjutnya akan dibuktikan peAd < unA. Ambil
sebarang x € S sedemikian hingga x = ab. Karena p
ideal kanan fuzzy dan A ideal kiri fuzzy, diperoleh
po A(x) = Vy—qp u(a) A A(b)
= V=ab H(ab) A A(ab)
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p(x) A A(x)
(u N ) (x).

Jadi, peAcCuni m

2.3. Titik Fuzzy

Lemma 2.14 Diberikan semigrup S. Jika A, B € S, maka
untuk sebarang t € (0,1], berlaku pernyataan berikut.

1. tCyotCh = tlyp.

tCy N tCy = tCynp.

tCy = Ugea Q-

SotCy =tCsy.

Jika A ideal (ideal kanan, ideal kiri) di S, maka tCy,
adalah ideal fuzzy (ideal kanan fuzzy, ideal kiri fuzzy)
pada S.

a v

Misal diberikan subhimpunan fuzzy f pada S, irisan dari
semua ideal-ideal fuzzy pada S yang memuat f dinotasikan
(f) dan jelas (f) merupakan ideal fuzzy pada S.
Selanjutnya (f) disebut ideal fuzzy yang dibangun oleh f

yaitu (f) = fU(Se U (feSHU(SefeS).

Lemma 2.15 Diberikan semigrup S. Untuk sebarang
x,y € S, berlaku
{(x)}y) € xy UxyS U xSy U Sxy U SxyS U SxSy U SxSyS.

3. Ideal Semiprima Fuzzy

Definisi 3.1 Diberikan semigrup S. ldeal fuzzy f pada
semigrup S disebut ideal semiprima fuzzy pada S jika untuk
setiap ideal fuzzy g pada S yang memenuhi gog C f
berakibat g < f.

Contoh 3.2 Diberikan semigrup S = {a, b,c} terhadap
operasi * yang didefinisikan sebagai berikut :

a T Q| *
Q a0 Q(Q
SIS NS
a S Q|0

Didefinisikan f(x) = 0.5 untuk setiap x € S. Jelas bahwa
f merupakan ideal fuzzy. Selanjutnya akan ditunjukkan
bahwa f merupakan ideal semiprima fuzzy. Ambil
sebarang g ideal fuzzy sedemikian hingga gog C f.
Andaikan g € f, artinya terdapat x, € S sedemikian
hingga g(x¢) > f(xo) = 0.5. Perhatikan bahwa

(g ° 9 (xo%o) = Vigre=aa(g(@) A g(@))

>g(a)ANg(a) >0.5
Di lain pihak,
(g ° g)(xoxo) = Vx0x0=aa(g(a) A g(a))

< f(xoxo) =0.5

Hal ini tidak mungkin, jadi haruslah g < f. Dengan kata
lain f.ideal semiprima fuzzy. m

Definisi 3.3. Diberikan semigrup S. Ideal fuzzy f pada
semigrup S disebut ideal semiprima lemah lengkap fuzzy
pada S jika f(x) = f(x?2) untuk setiap x € S.

Teorema 3.4. Jika f subsemigrup fuzzy pada $S$, maka f
merupakan ideal semiprima lemah lengkap fuzzy jika dan
hanya jika f(x) = f(x?2) untuk setiap x € S.

Bukti. (=)Jelas berlaku berdasarkan Definisi 3.3.
(&)Asusmsikan f ideal semiprima lemah lengkap fuzzy.
Ambil sebarang a € S, karena f subsemigrup fuzzy pada
S, didapat

f(@) = f(aa) = min{f(a), f(a)} = f(a)
Oleh karena itu diperoleh f(a) < f(a?) dan disisi lain
diperoleh f(a?) < f(a). Jadi, f(a?) = f(a). m

Toerema 3.5. Diberikan S semigrup. Jika f ideal kanan
fuzzy pada S adalah ideal quasi-semiprima fuzzy jika dan
hanya jika f(a) = inf f(aSa) untuk setiap a € S.

Bukti. . (=) Misal g ideal kanan fuzzy pada S sedemikian
hingga gegcf. Jika g% f maka terdapat a €S
sedemikian hingga f(a) < g(a). Karena f(a) =
inf f(aSa), maka terdapat b € S sedemikian hingga
f(a) = f(aba) < g(a). Karena g ideal kanan fuzzy
pada S, diperoleh
g(a) > f(aba) = (g ° g)(aba)

= SUPxy=aba [min{g (x), g(»)}]

= min{g(ab), g(a)}

=g(a)
Sehingga didapat g(a) < g(a). Hal ini kontradiksi. Jadi,
haruslah g < f.
(&) Andaikan f(a) # inf f(aSa) untuk suatu a € S.
Karena fadalah ideal kanan fuzzy pada S berakibat
f(a) < f(aba) = f(a(ba)) untuk setiap bES,
sehingga didapat f(a) < inff(aSa). Misal inf f(aSa) =
m dan g adalah subhimpunan fuzzy pada S sedemikian
hingga g(x) = m jika x € aS dan 0 untuk lainnya. Atau
dapat ditulis sebagai berikut

_(m ,x€aS
g0 = {0, lainnya.

Sehingga berdasarkan Lemma 2.14 (5), g adalah ideal
kanan fuzzy pada S. Jika (geo g)(x) =m, maka m =
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SUPy=y,[min{Q (¥), Q(2)} ]. Hal ini berarti terdapat suatu
u,v € aS sedemikian hingga uv = x, misal pilih
u = at dan v = aq. Karena f ideal kanan fuzzy,
diperoleh
f(&x) = f(uv)

= f(ataq)

> f(ata)

> inf(f (aSa))

=m = g(x)
Oleh Kkarena itu, didapat g € f. Selanjutnya pilih h
himpunan fuzzy pada S sedemikian hingga h(x) = m jika
x € aS?t, dan 0 untuk lainnya. Atau dapat ditulis sebagai
berikut

m, x € aS?!
hx) = {0, lainnya.

Sehingga berdasarkan Lemma 2.14 (5) berakibat h
himpunan ideal kanan fuzzy pada S. Perhatikan,

(g ° 9)Q) = supyoy, [minfh(y), h(2)}] = m
untuk y,z € aSt. Pilihy = ai, z = aj untuk i,j € aS?,
didpat x = yz = aiaj € aS. Oleh karena itu, (ho h)(x)
berakibat g(x) = g(yz) = g(aiaj) = m. Oleh karena
itu, hoh € g € f dan karena f quasi-semiprima,
diperoleh h < g. Sehingga didapat m = h(a) <
f(a) <inff(aSa) = m atau dengan kata lain m < m.
Hal ini kontradiksi. Jadi haruslah f(a) = inff(aSa). m

Karena Teorema 3.5 juga berlaku untuk ideal kiri fuzzy
serta ideal kiri-kanan fuzzy, sehingga diperoleh akibat di
bawah ini

Akibat 3.6. Diberikan S semigrup dan f ideal fuzzy pada
S. Maka f ideal fuzzy semiprima jika dan hanya jika

f(a) = inff(aSa).

Akibat 3.7. Diberikan S semigrup. Jika f ideal semiprima
lemah lengkap fuzzy pada S, maka f ideal semiprima fuzzy
pada S.

Bukti. Ambil sebarang a € S. Karena f ideal semiprima
lemah lengkap fuzzy pada S, berdasarkan Teorema 3.4
berakibat f(a) = f(aa). Perhatikan,

f(a) = f(aa) = f(aaaa) = inf f(aSa) = f(a)
Berdasarkan definisi ideal semiprima  fuzzy, dapat
disimpulkan bahwa f ideal semiprima fuzzy pada S. m

Kebalikan dari Akibat 3.7 di semigrup S pada umumnya
tidak berlaku. Akibat 3.7 akan berlaku dua arah jika
diberikan syarat bahwa semigrup S merupakan semigrup
komutatif.

Contoh 3.8. Diberikan semigrup S = {a,b,c,d} dan
operasi * yang didefinisikan sebagai berikut.

QO Q%
a o QfQ
a0 oSS S
a Qala
a QAU

a

4
Dengan definisi subhimpunan fuzzy f: S — [0,1]
sebagai berikut f(a) = f(b) =03, f(c) =04, dan
f(d) =0,5. Dengan menggunakan Definisi 2.7 dapat
ditunjukkan bahwa f merupakan ideal fuzzy pada S.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa f ideal semiprima
fuzzy tetapi bukan merupakan ideal semiprima lemah
lengkap fuzzy.

o

Ambil sebarang g ideal fuzzy pada S sedemikian sehingga
geg S f. Andaikan g & f, artinya terdapat x, €S
sedemikian hingga g(xo) > f(x,). Perhatikan bahwa
(g ° g) (xoxo) = vxox():xx(g(x) A g(x))

= g(x) A g(x)

> f(x)

untuk suatu x € S. Di lain pihak,

@G = \[ (90 Ag) < fGxoxo)
XoXg=XX
Hal ini tidak mungkin, jadi haruslah g < f. Dengan kata
lain, f ideal semiprima fuzzy.

Kemudian akan ditunjukkan bahwa f bukan merupakan
ideal semiprima lemah lengkap fuzzy. Perhatikan bahwa,
f(@) =032 f(a*) = f(aa) = f(a) = 0,3
f(b) =03 = f(b*) = f(bb) = f(b) = 0,3
f(©) =052 f(c?) = f(cc) = f(c) =05
f(d)=04=f(d*) =f(dd) =f(c) =05

Karena f(x) £ f(x?) untuk setiap x € S, sehingga
berdasarkan Definisi 3.3 berakibat f bukan ideal
semiprima lemah lengkap fuzzy pada S. m

Akibat3.9. Diberikan S semigrup komutatif. Ideal fuzzy f
adalah semiprima fuzzy pada S jika dan hanya jika f
merupakan ideal semiprima lemah lengkap fuzzy pada S.

Bukti. Bukti dari arah kanan ke kiri dapat dilihat pada
Akibat 3.7. Selanjutnya berdasarkan Teorema 3.4, untuk
membuktikan f ideal semiprima lemah lengkap fuzzy pada
S cukup menunjukkan bahwa berlaku f(a) = f(aa)
untuk setiap a € S. Misal f ideal semiprima fuzzy pada
semigrup komutatif S. Andaikan f(a) # f(aa) untuk
suatu a € S, berakibat f(aa) > f(a). Karena f ideal
semiprima fuzzy berkibat f(a) = inf f (aSa) untuk setiap
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a € S. Sehingga diperoleh f(aa) > f(aSa). Oleh
karena itu terdapat t € S sedemikian hingga f(aa) >
f(ata) = f(aat). Akan tetapi hal ini kontradiksi dengan
fakta bahwa f ideal fuzzy. Jadi, haruslah f(a) = f(aa)
untuk setiagpa € S. m
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