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A B S T R A C T 

Zero-divisor graph 𝔾 is an undirected graph whose vertices are zero-divisors of a commutative ring and the edges 
defined as (𝑥, 𝑦)𝜖𝐸(𝔾) if and only if 𝑥. 𝑦 = 0. Wicaksono (2013) gave some characteristics of zero-divisor graph 
of the modularly integer ring. This research aims to represent the zero-divisor elements of the ring ℤ𝒑

[𝒙]
〈𝒙𝒏#𝟏〉

× ℤ𝒒[𝒙]
〈𝒙𝒏#𝟏〉

, 
where 𝑝, 𝑞	are prime numbers and 𝑛𝜖ℕ into a graph called the zero-divisor graph 𝔾. The method used in this 
research is a deductive method. The result shows that the zero-divisor graph obtained from ring ℤ𝒑

[𝒙]
〈𝒙𝒏#𝟏〉

× ℤ𝒒[𝒙]
〈𝒙𝒏#𝟏〉

 is 
complete bipartit graph 𝔾'(&#')*+,(.&#')*) with some characteristics related to its girth, eccentricity, radius and 
diameter. 
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A B S T R A K 

Graf pembagi nol 𝔾 merupakan graf yang simpul-simpulnya berupa elemen pembagi nol dari suatu gelanggang 
komutatif dan sisi-sisinya merupakan relasi pembagi nol yang didefinisikan sebagai (𝑥, 𝑦)𝜖𝐸(𝔾) jika dan hanya 
jika	𝑥. 𝑦 = 0. Dalam penelitiannya, Wicaksono (2013) telah memberikan sifat-sifat graf pembagi nol pada 
gelanggang bilangan bulat modulo. Oleh karena itu, Penelitian ini bertujuan merepresentasikan unsur-unsur 
pembagi nol pada gelanggang yang lebih kompleks atau gelanggang ℤ𝒑

[𝒙]
〈𝒙𝒏#𝟏〉

× ℤ𝒒[𝒙]
〈𝒙𝒏#𝟏〉

,	dimana		𝑝, 𝑞		 bilangan	prima 
dan 𝑛𝜖ℕ	menjadi suatu graf yang disebut graf pembagi nol	𝔾. Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah 
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metode Deductive Proof. Hasil penelitian ini menunjukkan bahwa graf pembagi nol yang terbentuk dari gelanggang 
ℤ𝒑[𝒙]
〈𝒙𝒏#𝟏〉

× ℤ𝒒[𝒙]
〈𝒙𝒏#𝟏〉

 adalah graf bipartit lengkap	𝔾'(&#')*+,(.&#')*)	dengan bebereapa sifat terkait yaitu girth, 
eksentrisitas, radius dan diameter. 

Kata kunci: gelanggang., graf pembagi nol., eksentrisitas., grith., radius., diameter., graf bipartit. 
 

Diserahkan: 27-12-2019; Diterima: 27-05-2020;           Doi: 10.29303/emj.v3i1.51 

1. PENDAHULUAN 

Graf merupakan pasangan suatu himpunan yang 
dinotasikan  𝔾(𝑉, 𝐸), dimana 𝑉 himpunan simpul 
(titik) yang bukan himpunan kosong, dan 𝐸 
merupakan himpunan sisi (garis) yang 
menghubungkan simpul-simpul (titik), dimana 𝐸 
boleh himpunan kosong. Penelitian kali ini penulis 

ingin merepresentasikan suatu gelanggang ℤ𝒑[𝒙]
〈𝒙𝒏#𝟏〉

×
ℤ𝒒[𝒙]
〈𝒙𝒏#𝟏〉

		menjadi suatu jenis graf yang disebut graf 

pembagi nol yang disimbolkan dengan	𝔾. Himpunan 
simpul dari graf pembagi nol ditentukan dari anggota 

pembagi nol dari gelanggang ℤ𝒑[𝒙]
〈𝒙𝒏#𝟏〉

× ℤ𝒒[𝒙]
〈𝒙𝒏#𝟏〉

	 dan 

sisinya ditentukan dari relasi pembagi nol yaitu 
(𝑥, 𝑦)𝜖𝐸(𝔾) jika dan hanya jika	𝑥. 𝑦 = 0. Sebelum 
memasuki pembahasan pada penelitian ini diberikan 
beberapa definisi pendukung, diantaranya: 

2. TINJAUAN PUSTAKA 

Definisi 1.1 (Dummit dan Foote, 2004) 
Suatu himpunan tak kosong	𝑅	dengan dua operasi 
biner yaitu penjumlahan (+) dan perkalian (×) 
dinamakan gelanggang jika memenuhi beberapa 
aksioma berikut:  
a. (𝑅,+) merupakan grup komutatif 
b. Operasi (×) bersifat asosiatif, yakni (𝑎 × 𝑏) ×

𝑐	 = 𝑎	 ×	(𝑏 × 𝑐) untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐	 ∈ 𝑅 
c. Hukum distributif berlaku pada 𝑅, yakni untuk 

setiap	𝑎, 𝑏, 𝑐	 ∈ 𝑅 berlaku 𝑎 × (𝑏 + 𝑐) 	= 	 (𝑎 ×
𝑏) + (𝑎 × 𝑐) dan (𝑎 + 𝑏) × 𝑐	 = 	 (𝑎 × 𝑐) +
(𝑏 × 𝑐). 
 
Himpunan bilangan bulat merupakan salah satu 

contoh dari suatu gelanggang. 
 
Beberapa kasus, terdapat gelanggang yang tidak 

mempunyai unsur pembagi nol (zero devisor). 
Gelanggang yang tidak mempunyai unsur pembagi nol 

disebut daerah integral, dimana definisi daerah 
integral diberikan secara formal sebagai berikut. 

 
Definisi 1.2 (Fraleigh, 2014) 
Misalkan 𝑅 adalah gelanggang. Suatu elemen tak nol 
𝑎 ∈ 𝑅 disebut elemen pembagi nol jika terdapat suatu 
unsur tak nol 𝑏 ∈ 𝑅 sehingga 𝑎𝑏 = 0 atau	𝑏𝑎 = 0. 
Himpunan semua pembagi nol dari gelanggang 𝑅 
disimbolkan dengan	𝑍(𝑅). Gelanggang yang tidak 
memiliki elemen pembagi nol disebut daerah integral. 

 
Salah satu contoh gelanggang yang tidak memuat 

unsur pembagi nol adalah himpunan bilangan bulat, 
sehingga himpunan bilangan bulat disebut sebuah 
daerah integral.  

 
Definisi 1.3 (Rotman, 2005) 

Jika 𝑅 gelanggang komutatif maka suatu barisan di 
𝑅	merupakan suatu fungsi 𝜎:ℕ → 𝑅.  

Secara tidak langsung, ekpresi 𝑠0 + 𝑠*𝑥 +
𝑠1𝑥1 +⋯+ 𝑠2𝑥2 berkorespondensi dengan 
barisan	(𝑠0, 𝑠*, 𝑠1, … , 𝑠2, 0, 0, 0, … , ),	untuk	𝑖𝜖ℕ, 
dimana	𝜎(𝑖) = 𝑠3𝜖𝑅,	sedemikian	𝜎 =
(𝑠0, 𝑠*, 𝑠1, … , 𝑠3 , … ),	dimana 𝑠3 koefesien dari barisan. 

Himpunan setiap polinom dengan koefesiennya 
merupakan anggota dari	𝑅 dapat dinotasikan sebagai 
𝑅[𝑥]. Contoh gelanggang polinom yaitu	ℤ4[𝑥], 
dimana	ℤ4[𝑥] merupakan gelanggang polinom dengan 
koefesiennya bilangan bulat modulo. 

 
Definisi 1.4 (Munir, 2010) 

Graf 𝔾 didefinisikan sebagai pasangan himpunan 
(𝑉, 𝐸),	yang dinotasikan 𝔾(𝑉, 𝐸) dimana 𝑉 
merupakan himpunan tak kosong dari simpul-simpul 
dan 𝐸 merupakan himpunan sisi yang 
menghubungkan simpul satu ke simpul lainnya.  
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Definisi 1.5 (Munir, 2010) 

Graf sederhana merupakan graf yang tidak 
mengandung sisi ganda atau loop. 

Definisi 1.6 (Munir, 2010) 
Graf 𝔾 yang himpunan simpulnya dapat dipartisi 
menjadi dua himpunan bagian 𝑉* dan	𝑉1, sedemikian 
sehingga setiap sisi di dalam 𝔾	menghubungkan 
sebuah simpul di 𝑉* ke sebuah simpul di 	𝑉1 disebut 
graf bipartit dan dinyatakan sebagai	𝔾(𝑉*, 𝑉1). Jika 
setiap simpul di 𝑉* dan 𝑉1 saling terhubung maka graf 
tersebut disebut graf bipartit lengkap. 
 

Graf bipartit mempunyai karakteristik berupa 
girth, eksentrisitas, diameter, dan radius, dimana 
karakteristik tersebut didefinisikan sebagai berikut. 

 
Definisi 1.7 (Robin, 2010) 

Girth merupakan panjang cycle minimum yang 
dimiliki suatu graf. 

Definisi 1.8 (Abdussakir, 2009) 

Jarak 𝑒(𝑢, 𝑣) antara dua simpul 𝑢 dan 𝑣 pada graf 𝐺 
adalah panjang lintasan terpendek dari simpul 𝑢 ke	𝑣. 
Eksentrisitas 𝑒𝑐(𝑣) pada sebuah titik 𝑣 dalam graf 𝐺 
adalah jarak maksimum dari simpul 𝑣 ke setiap simpul 
di	𝐺. Radius 𝑟(𝐺) dari 𝐺 adalah eksentrisitas 
minimum pada setiap simpul di	𝐺, sedangkan diameter 
dari 𝐺 dinotasikan 𝑑𝑖𝑎(𝐺) adalah eksentrisitas 
maksimum pada setiap simpul di	𝐺. 
 
Teorema 1.1 (Dummit dan Foote, 2004) 
Jika 𝐷	suatu daerah integral, maka: 
1. 𝐷[𝑥]	adalah suatu daerah integral. 
2. Elemen unit dari 𝐷[𝑥] juga merupakan elemen 

unit dari 𝐷. 
Bukti: 
1. Jika 𝑓(𝑥) ≠ 0 dan 𝑔(𝑥) ≠ 0, maka 

deg\𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)] = deg\𝑓(𝑥)] + deg	(𝑔(𝑥)) ≥
0. 
Sehingga diperoleh 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) ≠ 0 atau 𝑓(𝑥) dan 
𝑔(𝑥) bukan pembagi nol pada D[x].  

2. Misalkan 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)𝜖𝐷[𝑥], Jika 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) = 1 
maka 

deg\𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)] = deg\𝑓(𝑥)] +
deg\𝑔(𝑥)] = deg(1) = 0  

Diperoleh 𝑓(𝑥) dan 𝑔(𝑥) adalah polinomial 
berderajat nol. Akibatnya Akibatnya 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) unit 
di 𝐷. Jadi, unit di 𝐷[𝑥] tidak lain adalah unit di 𝐷. 

3. TUJUAN 

Penulis ingin mencari hubungan suatu gelanggang 
ℤ𝒑[𝒙]
〈𝒙𝒏#𝟏〉

× ℤ𝒒[𝒙]
〈𝒙𝒏#𝟏〉

	 dengan jenis-jenis graf yang telah 

diketahui, sehingga dari hubungan gelanggang  
ℤ𝒑[𝒙]
〈𝒙𝒏#𝟏〉

× ℤ𝒒[𝒙]
〈𝒙𝒏#𝟏〉

	 dengan jenis-jenis graf, penulis dapat 

mencari sifat-sifat dari graf pembagi nol	𝔾. 

4. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Gelanggang ℤ&[5]
〈5&#'〉

	pada umumnya didefinisikan 

sebagai	 ℤ&[5]〈5&#'〉
= {(𝑎0 + 𝑎*𝑥 +⋯+ 𝑎2)*𝑥2)* +

𝑎2𝑥2) + 〈𝑥26*〉|𝑎0, 𝑎*, … , 𝑎2𝜖ℤ2}, tetapi pada 
penelitian ini elemen (𝑎0 + 𝑎*𝑥 +⋯+ 𝑎2)*𝑥2)* +
𝑎2𝑥2) + 〈𝑥26*〉 dari 
gelanggang	 ℤ&[5]〈5&#'〉

	dituliskan	sebagai	𝑎0 + 𝑎*𝑥 +

⋯+ 𝑎2)*𝑥2)* + 𝑎2𝑥2. 
 
Berdasarkan penjabaran dari beberapa definisi 

dan teorema yang telah diberikan, bahwa definisi 
pembagi nol pada gelanggang polinom dapat 
direpresentasikan menjadi jenis graf yang disebut graf 
pembagi nol. 

 
Gelanggang ℤ( dan ℤ. tidak memiliki elemen 

pembagi nol karena merupakan daerah integral 
menurut teorema 1.1,akibatnya gelanggang polinom  
ℤ𝒑[𝒙]
〈𝒙𝒏#𝟏〉

	dan	 ℤ𝒒[𝒙]〈𝒙𝒏#𝟏〉
 tidak mempunyai unsur pembagi nol. 

Untuk 𝑙 bilangan komposit, 𝑙 dapat dinyatakan sebagai 
𝑙 = 𝑝*7'𝑝17( …𝑝87) 	, 𝑝*, 𝑝1, … , 𝑝8	bilangan prima 
yang berbeda dan 𝑘*, 𝑘1, … , 𝑘8 ∈ 𝑁, maka gelanggang 
ℤ*[5]
〈5&#'〉

 memiliki elemen pembagi nol. 

 
Diberikan contoh jika 𝑙 komposit: 
Diberikan gelanggang polinom kuosien 

ℤ+[5]
〈5&#'〉

	suatu gelanggang kuosien, maka ℤ+[5]
〈5&#'〉

=

{0, 1, 2,3,4,5, 𝑥, 𝑥 + 1, 𝑥 + 2, 𝑥 + 3, 𝑥 +
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4, 𝑥+5, … , 5𝑥2 + 5𝑥2)* +⋯+ 5𝑥 + 5}, sehingga 
ℤ+[5]
〈5&#'〉

 memiliki unsur pembagi nol yaitu: 

• (2). (3) = 0 
• (2). (3𝑥 + 3) = 0  
• (3). (2𝑥 + 2) = 0 
• (3). (4𝑥 + 4) = 0 
• (4)(3𝑥 + 3) = 0 
• ………………… 
• (4)(3𝑥2 + 3𝑥2)* +⋯+ 3𝑥 + 3) = 0 

 
Misalkan	𝑝, 𝑞	merupakan	𝑏𝑖𝑙𝑎𝑛𝑔𝑎𝑛	𝑝𝑟𝑖𝑚𝑎 : 

Diberikan gelanggang polinom kuosien ℤ𝟐[𝒙]〈𝒙𝒏#𝟏〉
× ℤ𝟑[𝒙]

〈𝒙𝒏#𝟏〉
 

dimana anggota dari ℤ𝟐[𝒙]〈𝒙𝒏#𝟏〉
 = {0,1, 𝑥, 𝑥 + 1,… , 𝑥2 +

𝑥2)* +⋯+ 𝑥 + 1} dan anggota dari ℤ𝟑[𝒙]〈𝒙𝒏#𝟏〉
=

{0,1,2, 𝑥, 𝑥 + 1, 𝑥 + 2, 2𝑥, 2𝑥 + 1,2𝑥 + 2,… ,2𝑥2 +
2𝑥2)* +⋯+ 2𝑥 + 2} , sehingga 	o ℤ𝟐[𝒙]〈𝒙𝒏#𝟏〉

× ℤ𝟑[𝒙]
〈𝒙𝒏#𝟏〉

o =

{(0,0); (0,1)	; (0,2)	; (0, 𝑥)	; (0, 𝑥 + 1); (0, 𝑥 +
2); (0,2𝑥); (0,2𝑥 + 1); (0,2𝑥 +
2); (1,0); (1,1); (1,2); (1, 𝑥); (1, 𝑥 + 1); (1, 𝑥 +
2); (1,2𝑥); (1,2𝑥 + 1); (1,2𝑥 +
2); (𝑥, 0); (𝑥, 1); (𝑥, 2); (𝑥, 𝑥); (𝑥, 𝑥 + 1); (𝑥, 𝑥 +
2); (𝑥, 2𝑥); (𝑥, 2𝑥 + 1); (𝑥, 2𝑥 + 2); (𝑥 + 1,0); (𝑥 +
1,1); (𝑥 + 1,2); (𝑥 + 1, 𝑥); (𝑥 + 1, 𝑥 + 1); (𝑥 +
1, 𝑥 + 2); (𝑥 + 1,2𝑥); (𝑥 + 1,2𝑥 + 1); (𝑥 + 1,2𝑥 +
2);… ; (𝑥2 + 𝑥2)* +⋯+ 𝑥 + 1, 2𝑥2 + 2𝑥2)* +
⋯+ 2𝑥 + 2)} 
 
Identifikasi unsur pembagi nol: 

• (1,0). (0,1) = 0 
• (1,0). (0,2) = 0 
• (1,0). (0, 𝑥) = 0 
• (1,0). (0, 𝑥 + 1) = 0 
• (1,0). (0, 𝑥 + 2) = 0 
• (1,0). (0,2𝑥 + 1) = 0 
• (0,1). (0,2𝑥 + 2) = 0 
• (𝑥, 0). (0,1) = 0 
• (𝑥, 0). (0,2) = 0 
• (𝑥, 0). (0, 𝑥) = 0 
• (𝑥, 0). (0, 𝑥 + 1) = 0 
• (𝑥, 0). (0, 𝑥 + 2) = 0 
• (𝑥, 0). (0,2𝑥 + 1) = 0 
• (𝑥, 1). (0,2𝑥 + 2) = 0 
• (𝑥 + 1,0). (0,1) = 0 
• (𝑥 + 1,0). (0,2) = 0 

• (𝑥 + 1,0). (0, 𝑥) = 0 
• (𝑥 + 1,0). (0, 𝑥 + 1) = 0 
• (𝑥 + 1,0). (0, 𝑥 + 2) = 0 
• (𝑥 + 1,0). (0,2𝑥 + 1) = 0 
• (𝑥 + 1,0). (0,2𝑥 + 2) = 0 
• ……………………. 
• (𝑥2 + 𝑥2)* +⋯+ 𝑥 + 1,0). (0,2𝑥2 +

2𝑥2)* +⋯+ 2𝑥 + 2) = 0 
 

Jadi graf yang dibentuk merupakan graf bipartit 
lengkap, karena setiap simpul pada graf pembagi nol 
𝔾 dapat dipartisi menjadi 𝑉* dan 𝑉1 dimana setiap 
simpul pada 𝑉* akan selalu terhubung dengan simpul 
pada 𝑉1. 
 
Teorema 1 
Diberikan gelanggang	𝑅 = 	 ℤ.[5]〈5&#'〉

× ℤ*[5]
〈5&#'〉

, dimana 

𝑘, 𝑙, 𝑛𝜖ℕ	maka o ℤ𝒌[𝒙]〈𝒙𝒏#𝟏〉
× ℤ𝒍[𝒙]

〈𝒙𝒏#𝟏〉
o = 𝑘26*. 𝑙26* 

 
Bukti: 
Banyaknya polinom konstan pada gelanggang 
polinom kuosien ℤ.[5]〈5&#'〉

= 7!
(7)*)!

= 𝑘.	 

Banyaknya polinom berderajat 1 pada gelanggang 
polinom kuosien adalah ℤ.[5]〈5&#'〉

= 7!
(7)1)!

= 𝑘(𝑘 − 1) =

𝑘1 − 𝑘.	   
Banyaknya polinom berderajat 2 pada 

gelanggang polinom kuosien adalah	 ℤ.[5]〈5&#'〉
=

7!
(7)1)!

𝑘 = 𝑘(𝑘 − 1)𝑘 = 𝑘4 − 𝑘1. 

Sampai dengan banyaknya polinom berderajat 𝑛 

pada gelanggang polinom kuosien adalah ℤ.[5]
〈5&#'〉

=
7!

(7)1)!
𝑘2)* = 𝑘26* − 𝑘2. 

akibatnya	banyaknya	anggota	dari		 o	 ℤ.[5]〈5&#'〉
	o =

(𝑘) + (𝑘1 − 𝑘) + (𝑘4 − 𝑘1) +⋯+ (𝑘26* − 𝑘2) =
𝑘26*.  

Dengan cara yang sama didapatkan	o	ℤ*[5]〈5(〉
	o = 𝑙 +

(𝑙1 − 𝑙) + (𝑙4 − 𝑙1) +⋯+ (𝑙26* − 𝑙2) = 𝑙26*.  

Jadi o ℤ.[5]〈5&#'〉
× ℤ*[5]

〈5&#'〉
o = 𝑘26*. 𝑙26* 

Teorema 2 

Diberikan 𝑅 = ℤ𝒑[𝒙]
〈𝒙𝒏#𝟏〉

× ℤ𝒒[𝒙]
〈𝒙𝒏#𝟏〉

 suatu gelanggang 

dimana 𝑝, 𝑞	bilangan	prima maka graf yang dibentuk 
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adalah graf bipartit lengkap 
dengan	𝔾((&#')*),(.&#')*). 
 
Bukti: 

Diberikan gelanggang	𝑅 = ℤ1[5]
〈5&#'〉

× ℤ2[5]
〈5&#'〉

. 

Didefinisikan himpunan pembagi nol dari gelanggang 
𝑅	yaitu 𝑍[𝑅] = t(𝑎0 + 𝑎*𝑥 +⋯+ 𝑎2𝑥2, 0)(0, 𝑏0 +
𝑏*𝑥 +⋯+ 𝑏2𝑥2)|(𝑎0 + 𝑎*𝑥 +⋯+

𝑎2𝑥2)𝜖
ℤ1[5]
〈5&#'〉

	𝑑𝑎𝑛	(𝑏0 + 𝑏*𝑥 +⋯+ 𝑏2𝑥2)𝜖
ℤ2[5]
〈5&#'〉

u. 

Sehingga 𝑉 dapat dipartisi menjadi	𝑉* = {(𝑎0 +
𝑎*𝑥 +⋯+ 𝑎2𝑥2, 0))|𝑎0 + 𝑎*𝑥 +⋯+ 𝑎2𝑥2 ≠

0	𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘	𝑎0 + 𝑎*𝑥 +⋯+ 𝑎2𝑥2𝜖
ℤ1[5]
〈5&#'〉

	} dan 𝑉1 =

{(0, 𝑏0 + 𝑏*𝑥 +⋯+ 𝑏2𝑥2)|𝑏0 + 𝑏*𝑥 +⋯+ 𝑏2𝑥2 ≠

0	𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘	𝑏0 + 𝑏*𝑥 +⋯+ 𝑏2𝑥2𝜖
ℤ2[5]
〈5&#'〉

}.  

 
Ambil sebarang 𝛼𝜖𝑉* dan 𝛽𝜖𝑉1 akibatnya 𝛼. 𝛽 =

(𝑎0 + 𝑎*𝑥 +⋯+ 𝑎2𝑥2, 0). (0, 𝑏0 + 𝑏*𝑥 +⋯+
𝑏2𝑥2) = (0,0),	Sehingga menurut definisi graf 
pembagi nol, bahwa setiap simpul pada 𝑉* akan 
terhubung dengan simpul pada	𝑉1.  
 

Karena ℤ( dan ℤ. merupakan daerah integral, 

akibatnya ℤ1[5]
〈5&#'〉

 dan  ℤ2[5]
〈5&#'〉

	 merupakan daerah 

integral. 
 

Berakibat bahwa tidak terdapat sisi pada simpul-
simpul untuk partisi yang sama, sehingga graf 

𝔾( ℤ1[5]〈5&#'〉
× ℤ2[5]

〈5&#'〉
) merupakan graf bipartit lengkap 

dengan	𝔾((&)*),(.&)*). 
 
Akibat 1 
Girth pada graf 𝔾'(&#')*+,(.&#')*) sama dengan 4. 
 
Bukti: 
Karena 𝔾'(&#')*+,(.&#')*) graf bipartit lengkap maka 
𝑉 dapat dipartisi menjadi 𝑉*	dan 𝑉1 dimana setiap 
simpul pada 𝑉*	akan bertetangga dengan simpul 
pada	𝑉1. 
 

Ambil sebarang 𝑣3𝜖𝑉* akibatnya ∃𝑣8𝜖𝑉1	yang 
bertetangga dengan	𝑣3. Karena 
𝔾'(&#')*+,(.&#')*)	merupakan graf bipartit lengkap, 

akibatnya 𝑣8 akan bertetangga dengan simpul pada 𝑉* 
misalkan	𝑣36*.  
 

𝔾'(&#')*+,(.&#')*)	bipartit lengkap maka 𝑣36* 
akan bertetangga dengan 𝑣86*𝜖𝑉1 sehingga 𝑣86*	akan 
selalu bertetangga dengan 𝑣3. 
 

Perhatikan path berikut ini bahwa	𝑣3 − 𝑣8 −
𝑣36* − 𝑣86* − 𝑣3 	merupakan sebuah cycle dengan 
panjang minimal yang terdapat pada 
graf	𝔾'(&#')*+,(.&#')*). 

Jadi terbukti bahwa 𝔾'(&#')*+,(.&#')*) 
mempunyai girth sama dengan 4. 
 
Akibat 2 
Eksentrisitas setiap simpul dari 𝔾((&#')*);(.&#')*) 
sama dengan 2. 
 
Bukti: 
Karena 𝔾'(&#')*+,(.&#')*) graf biprtit lengkap maka 𝑉 
dapat dipartisi menjadi 𝑉*	dan 𝑉1 dimana setiap simpul 
pada 𝑉* akan bertetangga dengan simpul pada	𝑉1. 
 

Ambil sebarang 𝑣3𝜖𝑉* akibatnya  ∃𝑣8𝜖𝑉1 dimana 
jarak dari 	𝑣3 ke 𝑣8 	sama dengan 1.  
 

Karena 𝔾'(&#')*+,(.&#')*) merupakan graf 
bipartit maka 𝑣8 bertetangga dengan simpul 
pada	𝑣36*𝜖𝑉*, akibatnya jarak maksimal yang terdapat 
pada 𝔾'(&#')*+,(.&#')*) dari 𝑣3 ke 𝑣36*adalah 2 untuk 
𝑖𝜖ℕ. 
 

Jadi eksentrisitas dari 𝔾'(&#')*+,(.&#')*) sama 
dengan 2. 
 
Akibat 3 
Diameter dari 𝔾'(&#')*+,(.&#')*) sama dengan 2. 
 
Bukti: 
Karena eksentrisitas setiap simpul pada  
𝔾'(&#')*+,(.&#')*) sama dengan 2, akibatnya menurut 
definisi diameter bahwa, 
   𝔾'(&#')*+,(.&#')*)	 mempunyai eksentrisitas 
maksimum sama dengan 2. 
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Akibat 4 
Radius dari	𝔾'(&#')*+,(.&#')*) sama dengan 2. 
 
Bukti: 
Karena eksentrisitas setiap simpul pada 
𝔾'(&#')*+,(.&#')*) sama dengan 2, akibatnya menurut 
definisi radius bahwa, 𝔾'(&#')*+,(.&#')*)	mempunyai 
eksentrisitas minimum sama dengan 2. 
 

5. KESIMPULAN 

 
Berdasarkan hasil dan pembahasan, dapat diambil 
kesimpulan mengenai beberapa sifat graf pembagi nol 

pada gelanggang ℤ1
[5]

〈5&#'〉
× ℤ2[5]

〈5&#'〉
 sebagai berikut: 

1. Jika	𝑝	, 𝑞	𝜖𝑏𝑖𝑙𝑎𝑛𝑔𝑎𝑛	𝑝𝑟𝑖𝑚𝑎, maka graf pembagi 

nol dari gelanggang ℤ1
[5]

〈5&#'〉
× ℤ2[5]

〈5&#'〉
 berbentuk graf 

bipartit lengkap	𝔾((&#')*)(.&#')*). 

2. Jika diberikan sebarang gelanggang ℤ.[5]
〈5&#'〉

×
ℤ*[5]
〈5&#'〉

  maka banyaknya anggota dari gelanggang 

tersebut adalah	o ℤ.[5]〈5&#'〉
× ℤ*[5]

〈5&#'〉
o = 𝑘2. 𝑙2. 

3. Jika diberikan sebarang graf bipartit lengkap 
	𝔾((&#')*)(.&#')*) maka girth 
	𝔾'(&#')*+,(.&#')*) = 4, eksentrisitas 
	𝔾'(&#')*+,(.&#')*) = 2, radius 
	𝔾'(&#')*+,(.&#')*) = 2,	dan diameter 
	𝔾((&#')*);(.&#')*) = 2. 
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