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ABSTRACT

Prime submodule is the abstraction to module theory of prime ideal in ring theory. A proper submodule N of an R-module
M is called prime submodule if for all r € R and m € M such that rm € N implies r € (N: M) or m € N. Prime
submodule also generalized into weakly prime submodule and almost prime submodule. This study deal with particular

cases of both of them in Z-module M,,,(Zy), the three submodules are equivalent in case of non-zero submodule.
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1. Pendahuluan

Bilangan prima dan abstraksinya adalah topik yang
menarik dibahas pada Teori Kriptografi dan Teori

Koding. Abstraksi  bilangan prima pertama
diperkenalkan oleh Dedekind pada tahun 1871,
dikenal dengan nama ideal prima. Dauns

mendefinisikan padanana ideal prima pada modul
dengan submodul prima pada tahun 1978. Tahun
2009 Hadi memperumumnya menjadi submodul
prima lemah. Yang kemudian oleh Khashan
diperumum kembali menjadi submodul hampir prima
pada tahun 2012. Pada artikel ini akan dibahas kasus
khusus dari submodul prima lemah dan submodul
hampir prima pada Z-modul M,,,(Zs).

Mudah diselidiki jika Z-modul M,,,(Zs) adalah suatu

modul primer dengan order 3% dan memiliki
dekomposisi siklik berikut:
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dengan a,b,c,d € Zo. Masing-masing suku siklik
dari dekomposisi ini memiliki order 32.

Submodul prima, submodul prima lemah dan
submodul hampir prima adalah submodul stacked,
yakni berbentuk:
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dengan a,b,c,d € Zg dan ey, ey e3,e4 €{0,1,2}.
Catat bahwa . {eq, e;, e3, e, } tak semuanya nol.

Jika diberikan dua buah submodul N dan K dari R-
modul A7. Sisa dari N oleh K didefinisikan dengan
himpunan (N : K)={r € RjrK C N}. Kemudian
submodul prima didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 1
Misalkan N adalah submodul sejati dari £-modul Af.
Submodul N dikatakan submodul prima lemah jika
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untuk setiap r € R dan m € M dengan rm € N, maka
r € (N:M) ataum € N.

Pada Z-modul M,,,(Zs), submodul prima dapat
dikarakterisasi sesuai teorema berikut.

Teorema 1

Misalkan diberikan Z-modul M,,,(Zy) dan submodul
N. Submodul N adalah submodul prima dari M =
M, (Zs) jika dan hanya jika submodul N berbentuk

SO S B

0 0
dengan ey, e, e3,e4 €{0,1} dan e, e, e3,e, tak

semuanya nol.

Bukti:

Pertama, misalkan berlaku e, e,, ez, e, € {0,1} dan

eq, e, 63,6, tak semuanya nol. Maka didapatkan

(N:M) = (3). Misalkan r(ﬁ E) eN, tulis
msz My

m; m,
r(m_; m_i>=3D untuk  suatu  DeM,,,(Zs).

Akibatnya 3|rm; untuk semua i, sehingga diperoleh
3|r atau 3|m; untuk semua i. Atau bisa disimpulkan

re(N:M) atau (E E)eN. Jadi N submodul
msz My

prima.

Sebaliknya, misalkan N submodul prima, karena N
submodul tak nol maka terdapat je{1,2,3,4} sehingga
3%/ < 9. Andaikan terdapat k sehingga e, > 1, ini
berakibat (N:M) =(32). Tanpa  mengurangi
perumuman, misalkan k = 1. Akibatnya bisa dipilih

r=3¢(N:M) dan m= (g O) ¢ N sehingga

rmeN. Hal ini kontradiksi dengan N submodul
prima. Jadi haruslah ey, e,, ez, e, €{0,1}. m

Definisi ini submodul prima kemudian diperlemah Hadi
yang kemudian dinamakan submodul prima lemah.

2. Submodul Prima Lemah

Submodul prima lemah didefinisikan oleh Hadi sebagai
berikut.

Definisi 2

Misalkan N adalah submodul sejati dari R-modul Af.
Submodul & dikatakan submodul prima lemah jika
untuk setiap r € R dan m € M dengan rm € N — {0},
maka r € (N: M) ataum € N.

Dari definisi jelas submodul nol pasti merupakan
submodul prima lemah. Berdasarkan definisi juga,
submodul prima pasti merupakan submodul prima
lemah, tapi tidak sebaliknya. Contohnya pada Z-
modul M,,,(Zy). Jelas dari definisi, submodul

{(8 8)} adalah contoh submodul prima lemah, tapi

bukan submodul prima. Hal ini dikarenakan

3(3 3) (0 0)tldak berakibat 3 € (N: M) =
0 0 0 O

s (5 5)e(G o))

Karakterisasi submodul prima diberikan oleh teorema
berikut

Teorema 2

Misalkan diberikan Z-modul M,,,(Zs) dan submodul
N. Submodul N adalah submodul prima lemah dari
M = M,,,(Zy) jika dan hanya jika submodul N
berbentuk

(5 Dore(§ Doz Yo
3(0 0693 06633(: ®3 0 d

dengan ey, e,,e3,e4 € {0,1} dimana eq, e,, e3,e, tak
semuanya nol atau N submodul nol.

1 ©

Bukti:
Cukup dibuktikan bahwa jika N submodul prima
lemah tak nol, maka N adalah submodul prima.

Misalkan Untuk

m; m,
r(m_; m_z>=3D’ untuk  suatu  DeM,, o (Zs).

Akibatnya 3|r atau 3|m; untuk semua i. Hal ini

berlaku juga r(ﬁ @)qﬁ(g 9) karena N
mz My 0 0

submodul prima lemah. Akibatnya terbukti N
submodul prima. Dan ini membuktikan Teorema. m

rm € N. rm =0 diperoleh

Dari teorema di atas diperoleh bahwa semua
submodul stacked adalah submodul prima lemah.
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Definisi submodul prima lemah diperlemah kembali oleh
Khashan, dan dinamakan submodul hampir prima.

3. Submodul Hampir Prima

Submodul hampir prima didefinisikan oleh Khashan
sebagai berikut.

Definisi 3

Misalkan N adalah submodul sejati dari R-modul Af.
Submodul & dikatakan submodul hampir prima jika
untuk setiap re R dan m € M dengan rm € N —
(N:M)N, maka r € (N: M) ataum € N.

Berdasarkann definisi, pada Z-modul M,,,(Zs)
diperoleh bahwa semua submodul hampir prima
merupakan submodul prima lemah. Teorema berikut
membuktikan bahwa pada Z-modul M,,,(Zs), untuk
kasus submodul tak nol, submodul hampir prima,
submodul prima lemah dan submodul prima semuanya
adalah ekivalen.

Teorema 3

Misalkan diberikan Z-modul M,,,(Zs) dan submodul
N. Submodul N adalah submodul hampir prima jika
dan hanya jika submodul N adalah submodul prima.

Bukti

Misalkan N adalah submodul hampir prima yang tak
nol. Akan ditunjukkan submodul N berbentuk

w5 o g Yot Yo G
0 0 ® 0 O ® c 0 ® 0 d
dengan ey, e;, e3,e4 € {0,13}.
k € {1,2,3,4} sehingga e, = 2.
perumuman, misalkan k = 1.

Andaikan terdapat
Tanpa mengurangi
Akibatnya diperoleh

(N: M)N = (g g) Pilih  r=3¢ (N:M) dan

m = (g g) ¢ N — (N: M)N sehingga rm e N. Hal

ini kontradiksi dengan N submodul hampir prima.
Jadi haruslah e, e;,e3,e, € {0,1}. Berdasarkan
Teorema 1 diperoleh bahwa N submodul prima. m
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