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ABSTRACT

This research aims to solve the irreducible polynomial problem over finite field Z, and determine the
Greatest Common Divisor (GCD) and Least Common Multiple (LCM) of two polynomials over finite field
F, using Python programming language. In the digital age, programming plays an important role in
various disciplines. Python, with its simple syntax and computational libraries like SymPy, has become
a top choice among the various programming languages available. Polynomials appear frequently in the
computer field, especially in cryptographic algorithms, data compression, and error coding. This
research utilizes Euclid's Algorithm to determine the GCD and LCM of two polynomials over a finite field
F,,, as well as evaluate the irreducibility of polynomials over a finite field Z,. Determining irreducibility
is very important in polynomial theory and is a challenging task if done manually. With the help of
Python, this research produces a script or syntax that is able to automate the process, thus saving time
and reducing complexity. The final result of this research is an effective Python script or syntax to
determine the GCD and LCM of two polynomials over [F,, as well as evaluate whether a polynomial is
reducible or irreducible over Z,.
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ABSTRAK

Penelitian ini bertujuan untuk menyelesaikan masalah polinomial irreducible atas lapangan hingga Z,
dan menentukan Faktor Persekutuan Terbesar (FPB) serta Kelipatan Persekutuan Terkecil (KPK) dari
dua polinomial atas lapangan hingga [F,, menggunakan bahasa pemrograman Python. Dalam era digital,
pemrograman memainkan peran penting dalam berbagai disiplin ilmu. Python, dengan sintaksis
sederhana dan library komputasi seperti SymPy, telah menjadi pilihan utama di antara berbagai bahasa
pemrograman yang ada. Polinomial sering muncul dalam bidang komputer, terutama dalam algoritma
kriptografi, kompresi data, dan pengkodean kesalahan. Penelitian ini memanfaatkan Algoritma Euclid
untuk menentukan FPB dan KPK dua polinomial atas lapangan hingga F,, serta mengevaluasi
irreducibility polinomial atas lapangan hingga Z,. Penentuan irreducibility adalah hal yang sangat
penting dalam teori polinomial dan merupakan tugas yang menantang jika dilakukan secara manual.
Dengan bantuan Python, penelitian ini menghasilkan skrip atau syntax yang mampu mengotomatisasi
proses tersebut, sehingga menghemat waktu dan mengurangi kompleksitas. Hasil akhir penelitian ini
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adalah sebuah skrip atau syntax Python yang efektif untuk menentukan FPB dan KPK dua polinomial
atas [F,,, serta mengevaluasi apakah suatu polinomial adalah reducible atau irreducible atas Zp,.
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1. Pendahuluan

Dalam era digital saat ini, pemrograman mengambil peran penting dalam berbagai bidang
ilmu pengetahuan dan teknologi. Ada beberapa bahasa pemrograman yang terkenal yaitu
JavaScript, C++, Julia, Python, dan lainnya [1]. Di antara banyaknya Bahasa Pemrograman
tersebut, Python menjadi bahasa pemrograman yang paling populer dan banyak digunakan. Hal
tersebut dikarenakan Python memiliki sintaksis yang paling sederhana dan lebih mudah
dipahami dibandingkan bahasa yang lainnya [2]. Selain itu, Python juga memiliki berbagai
pustaka (library) yang dapat mendukung kebutuhan komputasi salah satunya adalah SymPy.

Polinomial merupakan salah satu objek dalam matematika yang sering muncul dalam bidang
komputer. Dalam bidang komputer, polinomial mengambil peran dalam pembentukan algoritma
kriptografi dan pengkodean kesalahan [3]. Salah satu masalah yang menarik dari polinomial
dalam bidang matematika adalah penentuan Faktor Persekutuan Terbesar (FPB) dan Kelipatan
Persekutuan Terkecil (KPK) dari dua polinomial atas lapangan [F,, (bidang dengan elemen
bilangan bulat modulo bilangan n dengan n = p* dengan p bilangan prima). Algoritma yang
paling sering digunakan untuk menyelesaikan permasalahan tersebut adalah Algoritma Euclid

[4].

Penentuan FPB dan KPK dari dua buah polinom tak terlepas dari konsep polinomial reducible
(vang dapat direduksi) dan irreducible (tidak dapat diredukasi). Polinomial reducible dan
irreducible merupakan konsep dasar dalam teori polinomial. Polinomial reducible adalah
polinomial yang dapat diuraikan menjadi faktor-faktor polinomial yang lebih rendah, sedangkan
polinomial irreducible tidak dapat diuraikan lebih lanjut [5]. Dalam Kkonteks bidang Z,,
menentukan apakah suatu polinomial dapat direduksi menjadi pertanyaan yang menarik dan
penting.

Penyelesaian masalah penentuan FPB dan KPK atas lapangan hingga [,,, serta menentukan
apakah suatu polinom adalah reducible atau tidak atas lapangan hingga Z,, sering kali
memerlukan waktu yang lama dan kompleksitas yang tinggi jika dilakukan secara manual. Dalam
menyelesaikan masalah matematika, python telah banyak digunakan untuk menyelesaikan kasus
matematika yang kompleks dan waktu komputasi yang lama. Seperti pada tahun 2020
Nascimento, Fricke, dan Viana menggunakan python untuk menyelesaikan masalah Persamaan
Diferensial Biasa (PDB) [6]. Kemudian pada tahun 2023 Rackauckas membandingkan beberapa
bahasa pemrograman seperti python, r, Julia, C untuk menyelesaikan masalah Persamaan
Diferensial [7]. Oleh karena itu, penelitian ini bertujuan untuk menyelesaikan masalah penentuan
FPB dan KPK dari dua polinom atas lapangan hingga F,, dengan menggunakan Python. Selain itu,
penelitian ini juga akan membahas penentuan apakah suatu polinom adalah reducible atau tidak
atas lapangan hingga Z,dengan bantuan Python. Hasil akhir dari penelitian ini adalah sebuah
skrip Python yang dapat menyelesaikan masalah FPB dan KPK dari dua polinom atas lapangan
hingga F,,, serta untuk menentukan apakah suatu polinom adalah reducible atau tidak atas
lapangan hingga Z,,.

1.1. Python

Python pertama kali diperkenalkan oleh Guido Van Rossum pada 1991. Nama Python sendiri
terinspirasi dari nama sebuah acara di BBC pada era 1980an dengan judul “Monty Python’s Flying
Circus” [8]. Python menjadi bahasa pemrograman yang sangat popular di era sekarang karena
kemudahan sintaksisnya serta dapat diperoleh secara gratis [9]. Selain itu, Python juga telah
dilengkapi dengan berbagai macam Library (modul) siap pakai sehingga memudahkan pengguna
untuk menggunakannya. SymPy merupakan salah satu Library dalam Python yang berguna untuk
melakukan penyelesaian masalah Teori Bilangan seperti penentuan FPB dan KPK [10]. Selain itu,
ketika kita ingin membuat sebuah aplikasi menggunakan Python terdapat Library PyQt yang
sangat berguna untuk mendesain tampilan suatu aplikasi yang dibuat [11].



YUDHA SAKTI NUSANTARA, DKK |71

1.2. Polinomial
Polinomial p(x) berderajat n, didefinisikan sebagai suatu fungsi berbentuk:
p(x) = ag + ayx + azx? + - + ax™ 69}

dengan a; adalah konstantareal,i = 0,1, 2,...,ndan a,, # 0.

di mana:

x : Peubah

ay, a4, dsy, ..., a, : Nilai koefisien

X : Orde atau derajat tertinggi persamaan
[12].

1.3. Polinomial atas lapangan hingga Z, dan F,

Lapangan Z, merupakan kasus khusus dari lapangan [, ketika n = p, dengan p bilangan
prima. Polinomial atas lapangan Z,, adalah polinomial yang koefisien suku-sukunya merupakan
himpunan terurut infinite dari ring Z, dengan sebagian besar bilangan terbatas pada elemen
bukan nol [13]. Dan polinomial atas lapangan F,, adalah polinomial yang koefisiennya berasal
dari lapangan F,, [14].

1.4. Polinomial reducible

Sebuah polinomial f(x) dengan derajat positif dikatakan reducible (atas lapangan Z,) jika
terdapat dua polinomial h(x) dan r(x) dengan koefisien dalam Z, sehingga deg(h€x)5 <
deg(g(x)),deg(r(x)) < deg(g(x)) dan g(x) = h(x).r(x). Sebaliknya, polinomial g(x) dengan
derajat positif dikatakan irreducible (atas lapangan Z,) [15]. Terdapat sebuah teorema yang
sangat berguna untuk menentukan apakah polinom redﬁcible atau irreducible atas lapangan Z,.
Teorema 1. Misalkan F lapangan hingga, h(x) € F [x], « € F. (x — a) faktor dari h(x) jika
h(a) = 0.

Contoh kasus polinomial irreducible:
Misalnya kita memiliki polinomial x* + x + 1 atas Z,, selanjutnya kita akan selidiki apakah
polinomial x*+ x + 1 atas Z, irreducible atau tidak. Dengan memanfaatkan Teorema 1,
didapatkan hasil sebagai berikut.
f)=x*+x+1
Z, = {0,1}, jadi nilai @ diambil dari Z,

Tabel 1. Pensubstitusian nilai « ke f(a)

a f(e)
0 1
1 1

Karena tidak terdapat @ yang membuat f(a) = 0, maka polinom x* + x + 1 irreducible atas Z,.

1.5. Algoritma Euclid

Algoritma Euclid adalah sebuah metode yang efisien untuk menghitung Faktor Persekutuan
Terbesar (FPB). FPB dari dua polinomial adalah polinomial yang membagi kedua polinomial
tersebut tanpa menyisakan sisa yang lebih rendah daripada polinomial itu sendiri [16].

Langkah-langkah Algoritma Euclid:

1. Misalkan f(x) dan g(x) adalah dua polinomial dengan koefisien dalam suatu lapangan, dan
deg(f(x)) = deg(g(x)).
2. Jika g(x) = 0, maka FPB(f(x),g(x)) = f(x).
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3. Jika g(x) # 0, hitung r(x) = f(x) mod g(x), yang berarti f(x) = q(x). g(x) + r(x), di mana
q(x) adalah polinom hasil bagi dan deg(r(x)) < deg(g(x)).

4. Ganti f(x) dengan g(x) dan g(x) dengan r(x).

5. Ulangi langkah 3 dan 4 sampai g(x) = 0. Pada saat ini, FPB(f(x), g(x)) adalah polinom

terakhir yang bukan nol, yaitu g(x)
Untuk menentukan KPK dari 2 polinom dapat digunakan rumus berikut:

f().g(x)
FPB(f(x),g(x))

KPK(f(x),g(x)) = (2)

Contoh soal penggunaan Algoritma Euclid:

Misalnya kita memiliki polinomial x? + 7x + 6 dan x? — 5x — 6 atas lapangan F,,, selanjutnya
kita akan selidiki FPB dan KPK dari kedua polynomial tersebut. Dengan menggunakan Algoritma
Euclid didapatkan hasil sebagai berikut:

Misalkan a? + 7a + 6 = f(a) dan a? —5a — 6 = g(a), q(a) = faktor dari f(a), dan r(a) =
sisa bagi.

e Pembagian pertama
f(@) = q(a).g(a) +r(a)
r(a) = f(a) — q(a). g(a)
r(a) =a?+7a+6—(1).(a? — 5a — 6)
r(@)=a’*+7a+6—a*+5a+6
r(a) =12a + 12
e Pembagian kedua
g9(a) = qz(a).7(a) + rz(a)
r2(a) = g(a) — q2(a).7(a)
a

r,(a) = (a? — 5a — 6) — (E) .(12a +12)

r,(a) =a?—5a—6—12a — 12
rpy(a) =—6a—6=—-6(a+1)
e Pembagian ketiga

Karena r,(a) adalah faktor dari r(a), kita dapatkan sisanya adalah nol.

Jadi berdasarkan perhitungan yang telah dilakukan, didapatkan FPB dari a® + 7a + 6 dan
a? — 5a — 6 atas lapangan FF,, adalah (a + 1).
Dan KPK dari a? + 7a + 6 dan a? — 5a — 6 atas lapangan F,, adalah:
(a® + 7a +6).(a? —5a—6)

a+1

KPK((a? + 7a + 6), (a® — 5a — 6)) = 0@+ i);(f —6)a+ D
KPK((a? + 7a + 6), (a®> —5a—6)) = (a+6)(a + 1)(a — 6)
KPK((a®? + 7a + 6), (a®> — 5a — 6)) = a3 + a? — 36a — 36
KPK((a®> +7a+6), (a>—5a—6)) =a®>+a’+4a+4

Jadi didapatkan KPK dari a? + 7a + 6 dan a® — 5a — 6 atas lapangan F,, adalah a3 + a? +
4a + 4.

KPK((a®? + 7a + 6), (a*> — 5a — 6)) =

Diperoleh hasil akhirnya:

e FPBdaria? + 7a + 6 dan a® — 5a — 6 atas lapangan [, adalah (a + 1).
e KPKdaria? + 7a + 6 dan a? — 5a — 6 atas lapangan F,, adalah a® + a? + 4a + 4.
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2. Metode

Penelitian kali ini dilakukan dengan melakukan studi literatur mengenai reduksi polinom
atas lapangan hingga Z,, serta FPB, dan KPK dari 2 polinom atas lapangan hingga Z,. Membuat
algoritma untuk menyelesaikan masalah tersebut kemudian diimplementasikan daf)am Python.
Selanjutnya dilakukan pengujian terhadap algoritma yang telah dibuat, langkah selengkapnya
sebagai berikut:

1. Melakukan studi literatur studi literatur mengenai reduksi polinom atas lapangan hingga Z,,
serta FPB, dan KPK dari 2 polinom atas lapangan hingga Z,,.
2. Membuat algoritma penyelesaian reduksi polinom atas lapangan hingga Z, dengan
memanfaatkan Teorema Berikut pseudocode dari algoritmanya:
FUNCTION isFactor (F, £, alpha)
# Input:
# F: Lapangan hingga
# £: Polinom dengan koefisien dalam F
# alpha: Elemen dalam F

# Evaluasi polinom f di titik alpha
result = EVALUATE POLYNOMIAL (£, alpha)

# Jika hasil evaluasi adalah 0, maka (x - alpha) faktor dari f (x)

IF result == 0 THEN

RETURN True # (x - alpha) adalah faktor dari f (x)
ELSE

RETURN False # (x - alpha) bukan faktor dari f (x)
END IF

END FUNCTION
3. Membuat algoritma penyelesaian masalah penentuan FPB dan KPK dari 2 polinom atas
lapangan hingga Z,,. Berikut pseudocode dari algoritmanya:
function FPB polynomial(h(a), 1(a)):
if I(a) ==
return h(a)

while 1(a) !'= 0
r(a) := h(a) mod 1I(a)
h(a) := 1(a)
1l(a) := r(a)

return h(a)

4. Implementasikan pseudocode atau algoritma-algoritma tersebut ke dalam Python. Pada kali
ini akan digunakan Library SymPy dan PyQt6 dari Python. Library SymPy berfungsi untuk
menyelesaikan masalah polinomial dan Library PyQt6 berfungsi untuk mengatur tampilan

ketika kode Python dijalankan
5. Melakukan uji coba terhadap kode Python yang telah dibuat. Pengujian deilakukan dengan
menggunakan laptop Asus A416MA dengan spesifikasi Processor Intel Celeron.
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3. Hasil dan Pembahasan
3.1. Penentuan polinomial reducible atas lapangan Z,,

Ketika kode atau syntax dijalankan, maka akan muncul tampilan seperti berikut.

¥ Reducible Poly - 8 x

HoamfPOoOmEmO S 00 PHS T g

Gambar 1. tampilan awal

Pada baris pertama terdapat perintah untuk memasukkan polinomial yang ingin dievalusi
Reducible atau tidak. Polinom yang ingin dievaluasi hanya ditulis koefisiennya, dipisah dengan

tanda spasi serta dimulai dari pangkat tertinggi, misalnya pada kali ini kita ambil contoh x* + x +
1 diubah menjadi [1 00 1 1].

Kemudian pada baris kedua terdapat perintah untuk memasukkan nilai p dari Z, yang
diinginkan. Untuk bagian ini, kita langsung bisa memasukkan nilai atau angka dari p yang kita
inginkan. Pada kali ini kita ambil contoh untuk nilai p = 2 (Z,).

Setelah kedua baris terisi, kita bisa mengevalusi polinom dengan menekan bagian evaluasi.
Berikut implementasinya dan hasil evaluasinya.

Masukkan rils p, darilapangan Z_p yang anda inginker:

Hasl evalussi polinom:

" HomdPomeEmo P J0EG® R T o

Gambar 2. memasukkan nilai polinom dan nilai p
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¥ Reducible Polynomisl

Masuickan koefisien polinom (misak 101 untuk 1x*2 + Ox = 1)

10011

, dari lapangan Z_p yang and:

HamdP O m # M

3 638 -
NS e QI 8 B

Gambar 3. hasil evaluasi

Dari gambar 3 kita dapatkan bahwa polinomial x* + x + 1 atas Z, merupakan polinomial
irreducible. Jawaban tersebut merupakan jawaban yang benar, karena dengan melakukan
perhitungan secara manual benar bahwa x* + x + 1 atas Z, merupakan polinomial irreducible.

3.2. Penentuan FPB dan KPK dua polynomial atas lapangan F,,
Ketika kode atau syntax dijalankan diperoleh tampilan sebagai berikut.

&7 Poiyromial Analysis and GEDALCM - a x

i n, dari lapangan F_n yang snda inginksn:

hspasi (misal: 111 untuk x "2+ x = 1)

Masukken koeficien pofinomial kedua, dipisahien ofeh spasi (misat: 117 untukx "2+ x + 7)

Analyze Polynemials

EomfomEmo )0 PHe TG

Gambar 4. tampilan awal

Pada baris pertama baris perintah untuk menentukan nilai n yang diinginkan dari lapangan
F,, kemudian pada baris kedua dan ketiga berisi perintah untuk memasukkan nilai koefisien dari
polinom yang ingin dievaluasi. Sama seperti kode untuk reducible polinom, polinom yang ingin
dievaluasi hanya ditulis koefisiennya dan dipisah dengan tanda spasi serta dimulai dari pangkat
tertinggi, misalnya x* + x + 1 diubah menjadi [1 00 1 1].

Misal kita ambil contoh, x?+ 7x+ 6 dan x%?—5x—6 atas lapangan [F,,. Berikut
implementasinya ke dalam kode yang dibuat.
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i lapangan . anda inginkan:
Masukkan koefizien polinomial pertama, dipisahkan oleh spasi (mizak: 11 1 untukx*2 « x + 1)

Masuskkan koefisien polinomial kedua, dipisahkan oleh spasi (misal: 11T untukx*2 + 5 + 1) ¢

156

=~.Q.n?“ﬂa-:@, _-

Gambar 5. hasil evaluasi

Dari gambar 6 didapatkan FPB dari polinom yang ingin dievaluasi adalah (x + 1), serta KPK
dari polinom yang ingin dievaluasi adalah x3 + x? + 4x + 4. Hasil tersebut merupakan hasil yang
tepat dari evaluasi polinom-polinom x* + x + 1 dan x* + x + 1 atas lapangan F,,.

4. Kesimpulan

Beradasarkan hasil yang didapatkan, dengan memanfaatkan Bahasa Pemrograman Python
penelitian ini berhasil mengembangkan algoritma Python untuk menentukan apakah suatu
polinomial atas lapangan hingga Z, irreducible atau tidak. Serta didapatkan algoritma Python
untuk menentukan FPB dan KPK dari dua polinomial atas lapangan hingga [F,,. Sehingga, untuk
menentukan suatu polinom irreducible atau tidak atas lapangan hingga Z,, dapat dilakukan tanpa
menggunakan perhitungan manual yang memakan waktu yang banyak. Begitu juga dalam
penentuan FPB dan KPK dari dua polynomial atas lapangan hingga F,, dapat dilakukan tanpa
menggunakan perhitungan manual, sehingga membutuhkan waktu komputasi yang lebih cepat.
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