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ABSTRACT

Noetherian Modules are a fundamental concept in algebra, providing a structured framework for
studying algebraic structures. These modules satisfy the ascending chain condition (ACC), which ensures
that every ascending chain of submodules terminates after a finite number of steps. This article explores
the definition, key properties, and applications of Noetherian modules in ring theory, homological
algebra, and algebraic topology. Through this discussion, it is demonstrated that Noetherian Modules
play a crucial role in analyzing ideal structures and more complex algebraic representations. The article
also provides concrete examples to illustrate the properties and significance of Noetherian modules
across various branches of algebra.
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ABSTRAK

Modul Noetherian adalah salah satu konsep penting dalam aljabar yang digunakan untuk mempelajari
struktur aljabar dengan lebih terorganisir. Modul ini memenuhi kondisi rantai naik (ascending chain
condition), yang berarti setiap rantai naik submodul akan berhenti setelah sejumlah langkah tertentu.
Artikel ini membahas definisi, sifat-sifat utama, dan aplikasi Modul Noetherian dalam teori cincin, aljabar
homologi, serta topologi aljabar. Melalui pembahasan ini, diperlihatkan bahwa Modul Noetherian
memainkan peran penting dalam analisis struktur ideal dan representasi aljabar yang lebih kompleks.
Artikel ini juga menyajikan beberapa contoh konkret yang membantu memahami sifat dan peran Modul
Noetherian dalam berbagai cabang aljabar.
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1. Pendahuluan

Dalam teori aljabar, modul merupakan generalisasi dari ruang vektor yang memiliki peran
penting dalam memahami struktur aljabar, terutama dalam teori cincin dan ideal. Modul
Noetherian adalah salah satu jenis modul yang sangat dipelajari karena sifatnya yang
terorganisir, memungkinkan analisis lebih mudah terhadap struktur aljabar yang kompleks.
Modul ini dinamai berdasarkan Emmy Noether, seorang matematikawan yang memberikan
kontribusi besar dalam aljabar komutatif.
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Sebuah modul dikatakan Noetherian jika memenuhi kondisi rantai naik (ascending chain
condition atau ACC), yaitu setiap rantai naik submodul berhenti setelah beberapa langkah
tertentu [1]. Dengan kata lain, tidak ada urutan submodul yang tak terbatas dalam modul
tersebut. Sifat ACC ini memberikan struktur yang terorganisir, membedakan Modul Noetherian
dari jenis modul lainnya.

Modul Noetherian sangat erat kaitannya dengan modul Artin, yaitu modul yang memenuhi
kondisi rantai turun (descending chain condition atau DCC), pada kasus khusus modul bisa
memenuhi dua kondisi ACC dan DCC sekaligus yang dinamakan modul uniserial [2], [3]. Modul
Noetherian tidak hanya penting dalam teori cincin, tetapi juga menjadi landasan dalam
pengembangan teori ideal primer. Seperti dijelaskan oleh [4], Modul Noetherian menyediakan
struktur yang diperlukan untuk mendefinisikan dekomposisi primer pada ideal-ideal dalam
aljabar komutatif, yang merupakan bagian krusial dalam studi dimensi dan struktur skema.
Keterkaitan antara modul dan cincin Noetherian tercermin dalam berbagai teorema fundamental,
seperti yang dijelaskan oleh A. Banerjee, di mana sifat-sifat cincin Noetherian memungkinkan
pengembangan teori yang mendalam dalam analisis struktur ideal [5].

Dalam teori ideal, Modul Noetherian memberikan wawasan tentang struktur ideal dalam
cincin serta bagaimana ideal-ideal tersebut berinteraksi. S. Prakash dan A. K. Chaturvedi mencatat
bahwa Modul Noetherian sering digunakan untuk memahami sifat ideal dalam aljabar komutatif
[6]. Selain itu, Modul Noetherian juga memainkan peran penting dalam teori representasi, di
mana strukturnya membantu menganalisis representasi aljabar yang lebih kompleks [7].

Aplikasi Modul Noetherian meluas ke berbagai bidang, termasuk aljabar homologi dan
topologi aljabar. Dalam aljabar homologi, Modul Noetherian membantu memahami struktur
kelompok homologi dan kohomologi. Dalam topologi aljabar, konsep ini digunakan untuk
menganalisis ruang topologis dengan struktur aljabar tertentu. E. Matlis menunjukkan bahwa
Modul Noetherian berperan penting dalam mempelajari modul injektif, yang relevan dalam teori
homologi dan kohomologi [8] . Sebagai perkembangan lain, Cuadra et al. mempelajari kondisi
graded-almost Noetherian pada ring dan modul, yang relevan dalam studi struktur coalgebra dan
topologi aljabar. Hasil ini menunjukkan bahwa keberadaan struktur Noetherian dalam setting
topologi juga penting untuk memahami kestabilan kategori modul dalam konteks yang lebih luas

[9].

Artikel ini bertujuan untuk mengeksplorasi lebih dalam tentang Modul Noetherian, mulai
dari definisi dasar, sifat utama, hingga aplikasinya dalam teori cincin dan modul. Kami juga akan
membahas berbagai teorema penting dan menyajikan contoh-contoh aplikasi Modul Noetherian
dalam aljabar komutatif dan aljabar homologi.

2. Hasil dan Pembahasan

Pada bagian ini, akan dibahas konsep dasar Modul Noetherian yang menjadi fokus utama
dalam penelitian ini. Modul Noetherian merupakan modul yang memenuhi kondisi rantai naik
(ascending chain condition) pada submodulnya. Pemahaman tentang definisi ini sangat penting
untuk menggali lebih jauh sifat-sifat utama Modul Noetherian serta relevansinya dalam struktur
aljabar. Berikut adalah definisi formal dari Modul Noetherian:

Definisi 2.1 [10] Suatu modul dikatakan sebagai Modul Noetherian apabila modul tersebut
memenuhi kondisi rantai naik (ascending chain condition) atas submodul-submodulnya di M
yaitu N; € N, € N; C - - -, sehingga terdapat k bilangan bulat positif, sehingga N, € N, +1 <€

Lema 2.1 [11] Misalkan R adalah M-modul dengan S; € S, € S; € -+ adalah barisan naik,
submodul-submodul dari M pada suatu saat akan konstan. Maka § = U;S; juga merupakan

submodul dari M.

Berikut diberikan syarat cukup dan perlu suatu R-modul merupakan Modul Noetherian,
yang menjadi salah satu kriterian suatu modul agar menjadi Modul noetherian
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Teorema 2.1 [10] M-modul R dikatakan Noetherian jika dan hanya jika untuk setiap submodul
dari M merupakan submodul yang dibangkitkan secara berhingga (finitely generated).

Bukti. Misalkan setiap submodul dari M dibangkitkan secara berhingga dan misalkan barisan
naik submodul dari M adalah §; € S, € S3 < -+ berdasarkan Lema 2.1 himpunan § = U;S;
membentuk submodul dari M. Sehingga menurut premis, S merupakan submodul yang
dibangkitkan secara berhingga, misalkan S ditulis sebagai < u4,u5, ..., u, >.Karena U; € S maka
terdapat K; € N sedemikian sehingga K; € Si;. Dengan memilih suatu k yang merupakan nilai
maksimum dari {kq, ks, ..., k,}, k = max {kq, k,, ..., kp}, {u1, Uy, ..., uy} € Si. Sehingga diperoleh
S KUy, Uy, ey Uy DS S © Sgyq . € UpS; © S, Hal tersebut menunjukkan sebarang barisan
submodul naik §; € S, € S; C --- pada suatu saat akan konstan. Terbukti bahwa M merupakan
Modul Noetherian.

Contoh 2.1 Bilangan bulat Z adalah Modul Noetherian karena setiap idealnya dihasilkan oleh satu
elemen (ideal utama). Dalam konteks ini Z sebagai modul atas dirinya sendiri memenuhi properti
rantai naik (ascending chain condition).

Misalkan R = Z (cincin bilangan bulat) dan M = Z juga sebagai modul atas dirinya sendiri. Kita
akan menunjukkan bahwa adalah Modul Noetherian.

Setiap submodul N dari M adalah ideal Z. Dalam bilangan bulat, semua ideal bersifat utama,
artinya ideal tersebut dapat dihasilkan oleh satu elemen, yaitu bentuk nZ untuk n € Z . Karena
setiap ideal nZ dapat dinyatakan sebagai himpunan elemen kelipatan dari n, maka tidak mungkin
ada rantai naik submodul N; € N, € --- N; yang tidak berhenti.

Artinya, bilangan bulat Z memenuhi kondisi rantai naik (Ascending Chain Condition) pada
submodul-submodulnya. Oleh karena itu, Z adalah Modul Noetherian.

Dari contoh di atas, kita dapat memahami bagaimana Modul Noetherian memenuhi kondisi
rantai naik (Ascending Chain Condition) pada submodul-submodulnya. Hal ini menjadi salah satu
ciri utama Modul Noetherian yang membuatnya menarik untuk dipelajari lebih lanjut.
Berikutnya, kita akan melihat teorema penting yang berkaitan dengan sifat Modul Noetherian,
yaitu bagaimana sifat ini juga diwariskan kepada submodul-submodulnya.

Teorema 2.2 [10] Setiap submodul dari Modul Noetherian adalah Submodul Noetherian.

Bukti. Misal M adalah Modul Noetherian dan N adalah submodul dari M. Untuk semua submodul
dari N adalah submodul dari M juga, sehingga untuk setiap kondisi rantai naik dari submodul-
submodul dari N adalah kondisi rantai naik dari submodul-submodul dari M. Akibatnya, jika M
adalah Modul Noetherian, maka N juga Noetherian.

Teorema di atas menunjukkan bahwa sifat Noetherian pada modul juga dimiliki oleh
submodulnya, yang menegaskan kestabilan struktur dalam Modul Noetherian. Untuk
memperluas pemahaman, kita akan mendefinisikan elemen maksimal dalam sebuah poset, yang
menjadi dasar untuk pembahasan teorema berikutnya.

Definisi 2.2 [10] Misalkan P sebagai poset. Element m € P disebut Sebagian elemen maksimal di
Pjikax € Pdanx > m makam = x.

Teorema 2.3 [10] Diberikan R ring dan M adalah suatu R-modul. Jika M Modul Noetherian, maka
setiap himpunan tak kosong S yang anggota-anggotanya adalah submodul-submodul dari M
mempunyai elemen maksimal.

Bukti. lihat [10]

Selain Modul Noetherian terdapat modul hampir Noetherian. Dimana define dari modul
hampir Noetherian sebagai berikut.
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Definisi 2.3 [12] Sebuah R-modul M disebut modul hampir Noetherian jika setiap submodul
sejati di M dibangkitkan secara berhingga .

Teorema 2.4 [13] Misalkan R adalah sebuah ring, M adalah R-moduldan R’" = {r € R|rM #
M3}. Jika M adalah modul hampir Noetherian, maka M adalah (R")-Noetherian .

Bukti. Untuk setiap r € R’ dan setiap submodul N dari M,
TN Frc N

Maka, M adalah modul hampir Noetherian, N adalah sebuah submodul sejati yang dibangkitkan
secara berhingga di M. Sehingga, untuk setiap submodul N dari M terdapatr € R’dan submodul
yang dibangkitkan secara berhingga. F = rN dari M. Sedemikian sehingga,

rN € Fr € N
Jadi, M adalah modul (R")-Noetherian.

Definisi 2.4 [12] Diberikan R adalah sebuah ring dan M adalah sebuah R-modul, M dikatakan
sebuah modul r-Noetherian jika setiap r-submodul dari M dibangkitkan secara berhingga.

Teorema 2.5 [14] Misalkan M adalah modul hampir Noetherian namun bukan Noetherian.

1. Untuk sebarangx € RmakaxM = 0atauxM = M.
2. Ann(M) adalah ideal prima dari R dan M adalah modul bebas torsi pada integral domain
R/Ann (M).

Bukti. Lihat [14]

3. Kesimpulan

Modul Noetherian merupakan generalisasi ruang vektor yang memberikan kerangka kerja
penting untuk memahami struktur aljabar. Sifat utama Modul Noetherian, yaitu memenuhi
kondisi rantai naik (ascending chain condition), menjadikannya alat yang efektif dalam analisis
struktur cincin dan ideal dalam aljabar komutatif. Modul ini juga memainkan peran signifikan
dalam teori representasi, aljabar homologi, dan topologi aljabar. Melalui berbagai teorema yang
terkait, sifat Modul Noetherian dapat diwariskan kepada submodulnya, yang menegaskan
pentingnya modul ini dalam studi aljabar yang lebih lanjut.
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