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ABSTRACT

The concept of convexity is a fundamental pillar in optimization theory and inequality analysis. This
article aims to review the history and classical definition of convex functions through a literature-based
approach. The literature reviewed includes works by Jensen [1], Rockafellar [2], Boyd & Vandenberghe
[3], and Niculescu & Persson [4]. The analysis highlights the connection between the geometric definition
of convex functions and Jensen's inequality, which demonstrates the consistency of inequality structures
in both deterministic and probabilistic contexts. This study emphasizes that Jensen's inequality not only
extends the concept of convex functions in probability theory but also strengthens the understanding of
its geometric definition in classical analysis. This article is intended to serve as an introduction for
students and researchers wishing to comprehend the foundational structure of convexity in modern
mathematical theory.
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ABSTRAK

Konsep konveksitas merupakan pilar penting dalam teori optimisasi dan analisis ketaksamaan. Artikel ini
bertujuan meninjau sejarah dan definisi klasik fungsi konveks melalui pendekatan kajian pustaka.
Literatur yang dikaji meliputi karya Jensen [1], Rockafellar [2], Boyd & Vandenberghe [3], serta Niculescu
& Persson [4]. Analisis menyoroti keterkaitan antara definisi geometris fungsi konveks dan ketaksamaan
Jensen, yang menunjukkan konsistensi struktur ketaksamaan baik dalam konteks deterministik maupun
probabilistik. Studi ini menegaskan bahwa ketaksamaan Jensen tidak hanya memperluas konsep fungsi
konveks dalam teori probabilitas, tetapi juga memperkuat pemahaman definisi geometrisnya dalam
analisis klasik. Artikel ini diharapkan dapat menjadi pengantar bagi mahasiswa dan peneliti yang ingin
memahami struktur dasar kekonveksan dalam teori matematika modern.
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1. Pendahuluan

Konsep kekonveksan telah memainkan peranan fundamental dalam perkembangan ilmu
matematika, tidak hanya dalam aspek teori murni, tetapi juga dalam berbagai aplikasi di bidang
ekonomi, fisika, optimisasi, statistik, dan ilmu komputer [3], [5]. Keunggulan utama dari
kekonveksan terletak pada kemampuannya memodelkan fenomena yang stabil, seimbang, dan
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efisien, sehingga menjadikannya sebagai salah satu komponen inti dalam kerangka teori
optimisasi modern [6], [7]. Dalam praktiknya, banyak permasalahan optimisasi nonlinier yang
tampak kompleks dan sulit ditangani ternyata dapat disederhanakan dan diselesaikan secara
efektif apabila fungsi objektif maupun kendala yang terlibat dalam perumusan masalah tersebut
bersifat konveks.

Secara intuitif, konsep kekonveksan berakar dari pemahaman geometris sederhana yang
telah dikenali sejak zaman Yunani Kuno, khususnya dalam studi mengenai bentuk-bentuk
geometri datar dan padat yang stabil [3], [8], [9]- Bentuk konveks secara umum diasosiasikan
dengan objek-objek yang tidak memiliki lekukan ke dalam, sebuah sifat yang di kemudian hari
diterjemahkan ke dalam bahasa matematika formal melalui ketaksamaan dan representasi
analitik [3]. Seiring perkembangan zaman, kebutuhan akan formulasi yang lebih ketat dan
general terhadap konsep ini pun muncul, terutama ketika matematikawan mulai mengkaji
persoalan yang melibatkan ruang berdimensi tinggi dan fungsi-fungsi yang tidak selalu dapat
divisualisasikan secara geometris [10], [11].

Perkembangan signifikan dalam kajian kekonveksan mulai tampak jelas pada awal abad ke-
20, ditandai dengan diperkenalkannya ketaksamaan Jensen oleh Johan Jensen [1]. Ketaksamaan
ini tidak hanya memperluas pemahaman tentang sifat-sifat fungsi konveks, tetapi juga
membuka jalan bagi definisi formal fungsi konveks seperti yang banyak digunakan dalam
literatur modern. Ketaksamaan Jensen menjadi titik temu antara aspek geometris dan aspek
analitik dari kekonveksan, yang kemudian melahirkan berbagai metode pembuktian dalam teori
ketaksamaan dan teori optimisasi.

Kontribusi monumental lainnya datang dari Rockafellar melalui karyanya Convex Analysis,
yang tidak hanya merangkum tetapi juga memperluas teori kekonveksan ke dalam kerangka
ruang vektor topologi dan ruang Banach [2]. Pendekatan ini membuka cakrawala baru dalam
pengembangan metode-metode analitik untuk menangani berbagai permasalahan matematis
nonlinier, serta mendorong munculnya aplikasi yang lebih luas di berbagai cabang ilmu,
termasuk ekonomi matematis, pengendalian optimal, dan perhitungan numerik.

Di era modern, kekonveksan semakin menonjol dalam pengembangan algoritma
optimisasi, khususnya sejak diterbitkannya buku Convex Optimization oleh Boyd dan
Vandenberghe (2004). Buku tersebut telah menjadi salah satu rujukan utama dalam
menghubungkan teori kekonveksan dengan aplikasi praktis di bidang rekayasa, riset
operasional, dan machine learning. Formulasi masalah dalam bentuk konveks tidak hanya
memudahkan proses analisis, tetapi juga menjamin keberadaan solusi global yang stabil dan
efisien secara komputasional [5].

Dalam perkembangan teoritisnya, kekonveksan didefinisikan melalui beberapa pendekatan
yang saling melengkapi. Di antaranya adalah pendekatan geometris yang menekankan pada
sifat segmen garis penghubung dua titik dalam domain fungsi, pendekatan analitik melalui
ketaksamaan Jensen, pendekatan berbasis epigraf yang meninjau himpunan titik-titik di atas
grafik fungsi, dan pendekatan melalui subgradien yang menjadi dasar teori dualitas dalam
optimisasi non-diferensiabel [3]. Setiap pendekatan memiliki keunggulan tersendiri dalam
konteks aplikasinya.

Meskipun demikian, definisi klasik dari fungsi konveks tetap memegang peran penting,
tidak hanya sebagai pintu masuk bagi pemahaman konsep ini, tetapi juga sebagai fondasi kokoh
dalam pengembangan teori lanjutan di berbagai bidang ilmu. Dari perspektif historis hingga
aplikatif, teori kekonveksan merepresentasikan lebih dari sekadar model matematis, melainkan
juga filosofi kestabilan dan efisiensi yang esensial dalam merancang solusi atas permasalahan di
dunia nyata. Oleh karena itu, penguasaan yang komprehensif atas konsep-konsep dasar
kekonveksan menjadi kebutuhan mutlak dalam studi dan praktik optimisasi modern.

Oleh karena itu, artikel ini disusun dengan tujuan untuk menyajikan sebuah tinjauan
ringkas namun sistematis mengenai sejarah perkembangan konsep kekonveksan dan definisi
klasik fungsi konveks, termasuk penjelasan tentang interpretasi geometris serta peran penting
ketaksamaan Jensen dalam membentuk landasan teoritisnya. Melalui pendekatan historis dan
konseptual, diharapkan artikel ini dapat menjadi referensi awal yang memadai bagi peneliti,
mahasiswa, maupun praktisi yang ingin memahami akar dan struktur fundamental
kekonveksan dalam teori matematika modern.



SYAMSUDDIN MAS’UD | 49

2. Metode

Penelitian ini menggunakan pendekatan studi pustaka (literature review) yang bertujuan
mengumpulkan, mengklasifikasikan, dan menganalisis berbagai definisi klasik fungsi konveks
yang berkembang sejak awal abad ke-20. Penelusuran dilakukan terhadap sumber-sumber
literatur ilmiah yang tersedia dan dapat diakses bebas.

Data utama diperoleh dari:

e Buku Convex Analysis oleh Rockafellar (1970) yang diakses melalui Internet Archive.

e Artikel Johan Jensen (1906) yang tersedia dalam domain publik melalui Acta
Mathematica.

e Buku Convex Optimization oleh Boyd dan Vandenberghe (2004), tersedia dalam situs
resmi Universitas Stanford.

e Buku Convex Functions and Their Applications oleh Niculescu dan Persson (2006), yang
tersedia dalam akses terbuka oleh Springer.

Kriteria seleksi referensi didasarkan pada: (1) kontribusi signifikan terhadap definisi atau
sejarah kekonveksan; (2) aksesibilitas publik secara daring; dan (3) validitas akademik sumber.
Analisis dilakukan dengan meninjau ulang isi dokumen, mengidentifikasi bagian-bagian yang
relevan dengan definisi klasik fungsi konveks, dan menyajikannya secara sistematis untuk
keperluan dokumentasi dan studi konseptual dalam riset lanjutan.

3. Hasil dan Pembahasan

3.1. Sejarah Singkat Kekonveksan

Berdasarkan kamus besar bahasa Indonesia (KKBI), konveks merupakan kata yang berarti
cembung dan merupakan kata serapan dari bahasa asing, terutama dari bahasa Inggris dan
bahasa Latin. Dalam bahasa Inggirs, konveks berasal dari kata convex dan dalam bahasa Latin
berasal dari kata convexus.

Konsep kekonveksan memiliki akar yang kuat dalam pemahaman geometris klasik yang
telah diperhatikan sejak era Yunani Kuno. Para matematikawan seperti Euclid dalam Elements
dan Archimedes dalam On the Sphere and Cylinder telah mengamati bentuk-bentuk geometris,
seperti lingkaran dan bola, yang secara intuitif mencerminkan ciri khas kekonveksan, yaitu
bahwa garis lurus yang menghubungkan dua titik di dalam bangun tersebut akan sepenuhnya
berada dalam bangun yang sama [12]. Meskipun pada masa itu definisi formal belum
dirumuskan, pengamatan ini menunjukkan bahwa ide dasar kekonveksan telah menjadi bagian
dari intuisi geometris sejak awal perkembangan matematika. Baru pada abad ke-20, konsep
kekonveksan diformalkan secara lebih sistematik dalam analisis matematika, dimulai dari
ketaksamaan yang diperkenalkan oleh Jensen dalam karyanya yang terkenal pada tahun 1906
[1]. Ketaksamaan ini tidak hanya memperluas konsep konveksitas dalam konteks nilai harapan
peubah acak, tetapi juga memperjelas hubungan struktural antara definisi geometris fungsi
konveks yang telah lebih dahulu dikenal dalam analisis deterministik. Teori fungsi konveks
kemudian berkembang menjadi teori fungsi konveks modern dan diuraikan secara mendalam
dalam karya Rockafellar [2]. Hal ini menegaskan bahwa kekonveksan merupakan konsep yang
tidak hanya historis, tetapi juga esensial dalam banyak cabang matematika modern, mulai dari
teori ketaksamaan, optimisasi, hingga analisis variational.

3.2. Definisi Geometris Fungsi Konveks dan Ketaksamaan Jensen

Konsep fungsi konveks dalam analisis matematika klasik berasal dari pengamatan
geometris yang intuitif. Suatu fungsi real f:/ — R dikatakan konveks pada I € R jika untuk ¢t
dengan 0 < t < 1 dan sebarang x4, x, € I, berlaku

FA = Ox; +txy) < (1= Of Cey) + ¢f ().

Ketaksamaan ini menunjukkan bahwa titik-titik pada ruas garis (lurus) penghubung titik
(1, f (x1)) dan titik (x,, f (x,) ) akan selalu terletak di atas grafik fungsi f [2], [3], [13].
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Gambar 1. Fungsi f (kurva) dan salah satu ruas garis yang menghubungkan 2 titik pada kurva f (garis
lurus) yang memberikan interpretasi geometris fungsi konveks (fungsi f)

Perkembangan formal lebih lanjut terjadi pada tahun 1906, saat Johan Ludwig Jensen
dalam tulisannya di Acta Mathematica memperkenalkan ketaksamaan dalam konteks nilai
harapan, yang berbunyi sebagai berikut:

fEXD < E[f(X)],
dimana X adalah peubah acak, E[X] adalah nilai harapannya, dan f adalah fungsi konveks.
Ketaksamaan ini menyatakan bahwa penerapan fungsi konveks pada nilai harapan suatu
peubah acak tidak akan menghasilkan nilai yang lebih besar dibandingkan dengan nilai harapan
dari fungsi tersebut yang diterapkan pada peubah acak [1].

Meskipun ketaksamaan Jensen pertama kali dikembangkan dalam konteks teori
probabilitas, struktur ketaksamaannya identik dengan definisi geometris fungsi konveks pada
kasus deterministik. Sebagai contoh, jika X adalah peubah acak diskrit yang hanya bernilai x;
dan x, dengan probabilitas masing-masing 1—t dan t, maka ketaksamaan Jensen
bertransformasi menjadi:

F((Q=Oxy + txy) < (1 — ) f(x1) + tf(x2),

yang merupakan bentuk klasik dari definisi geometris konveksitas. Dengan demikian,
ketaksamaan Jensen tidak hanya memperluas konsep fungsi konveks dalam ranah probabilitas,
tetapi juga menegaskan kembali struktur geometris yang telah lama dikenal dalam analisis
murni [4].

Misalkan fungsi f(x) = x? yang merupakan fungsi konveks pada R. Dari fungsi ini, akan
diuji konveksitasnya dalam konteks geometris (deterministik) dan probabilistik (ketaksamaan
Jensen). Misalkan titik pengujian pada domain yaitu x; = 1 dan x, = 3. Secara geometris, untuk
sebarang t € [0,1], diperoleh titik-titik di sepanjang ruas garis yang menghubungkan x; dan x,
yang berbentuk,

xt=(1—t)x1+tx2=1+2t,

sehingga diperoleh
flx) = (1 +2t)%
Dilain pihak,
1=0f(x) +tf(xy) =1+ 8t.
Akibatnya,

f(A=Ox; +txy) = (1 +26)> < (1+86) = (1 — t)f(xg) + tf(x2).

Selanjutnya, akan digunakan pendekatan dengan ketaksamaan ]Jensen. Menurut konteks teori
probabilitas, ketaksamaan Jensen menyatakan bahwa untuk peubah acak X yang mengambil
nilai di R dan fungsi konveks f, berlaku:

fEXD < E[f(X)].

Misalkan X sebagai peubah acak diskrit yang memiki nilai yaitu x; = 1 dan x, = 3. Misalkan
pula distribusi probabilitasnya adalah
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PX=x)=1—-tdanPX =x,) =t.
Diperoleh nilai harapan X adalah
E[X]=(1-t)x; +tx, =1+ 2t.
Karena itu, fungsi pada nilai harapan adalah
FE[XD = (1 + 2t)%
Sedangkan nilai harapan dari f(X) adalah
E[fCOl =1 -0)f(x) +tf(x2) =1+ 8t.

Contoh di atas menunjukkan bahwa meskipun definisi geometris fungsi konveks dan
ketaksamaan Jensen dikembangkan dalam konteks yang berbeda, deterministik dalam geometri
analitik dan probabilistik dalam teori nilai harapan, kedua pendekatan tersebut menghasilkan
struktur ketaksamaan yang ekuivalen ketika diterapkan pada peubah acak diskrit sederhana.
Dengan kata lain, ketaksamaan Jensen dapat dipandang sebagai perluasan probabilistik dari
definisi geometris fungsi konveks yang telah lebih dahulu dikenal dalam analisis matematis
klasik, sekaligus menyediakan justifikasi aljabar bagi intuisi visual yang melekat pada konsep
kekonveksan.

4. Kesimpulan

Konsep fungsi konveks berakar dari intuisi geometris yang telah dikenal sejak zaman
Yunani Kuno dan mengalami perkembangan formal yang lebih sistematis melalui ketaksamaan
Jensen pada awal abad ke-20. Kajian ini menunjukkan bahwa definisi geometris fungsi konveks
dan ketaksamaan Jensen, meskipun lahir dari pendekatan yang berbeda, ternyata membentuk
struktur ketaksamaan yang setara. Hubungan ini menegaskan peran penting definisi klasik
dalam analisis matematika, terutama sebagai pijakan bagi pengembangan teori dan aplikasi di
berbagai bidang seperti optimisasi, probabilitas, dan ketaksamaan. Memahami dasar-dasar
definisi ini dengan baik menjadi langkah awal yang penting sebelum melangkah ke kajian yang
lebih dalam dalam studi matematika modern.
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